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Vorwort

Dieses Skript wird /wurde im Wintersemester 2013/2014 geschrieben. Es beinhaltet Vorlesungs-
notizen von Studenten zur Vorlesung von Prof. Dr. Herrlich.

Es darf jeder gerne Verbesserungen einbringen!



|. Topologische Grundbegriffe

I.1. Vorgeplankel

Die Kugeloberfliche S?: lisst sich zu: oder: verformen:

\v TODO

aber nicht zum R? oder zu einem Torus:

.2. Topologische Raume

Definition 1
Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, ¥) bestehend aus einer Menge X und ¥ C
P(X) mit folgenden Eigenschaften

i) 0, X e%
(ii) Sind Uy,Us € ¥, s0ist UyNU; € X

(iii) Ist I eine Menge und U; € ¥ fiir jedes @ € I, so ist U U, e%
i€l
Die Elemente von ¥ heiften offene Teilmengen von X.

A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Es gibt auch Mengen, die weder abgeschlossen, noch offen sind wie z. B. [0,1).



I. Topologische Grundbegriffe
Beispiel 1
1) X = R"™ mit der euklidischen Metrik.

U C R" offen < fiir jedes z € U gibt es r > 0, sodass By(z) ={y € R" | d(z,y) <r} C
U
Also: T ={ M C X | M ist offene Kugel }

2) Allgemeiner: (X, d) metrischer Raum

3) X Menge, ¥ = {0, X } heifst ,triviale Topologie*

4) X Menge, T = P(X) heifst ,diskrete Topologie*

5) X =R, Tz :={U CR|R\U endlich } U{ 0} heift ,Zariski-Topologie*
Beobachtung: U € T, < 3f € R[X], sodass R\ U =V (f)={zeR| f(z)=0}

6) X :=R", Ty ={U C R"|Es gibt Polynome fi,..., f, € R[X1,...,X,] sodass
R*"\U =V (f1,..., fr)}

) X={0,1},T={0,{0,1},{0}}
abgeschlossene Mengen: §,{0,1},{1}

Definition 2
Sei (X, T) ein topologischer Raum, = € X.

Eine Teilmenge U C X heift Umgebung von x, wenn es ein Uy € T gibt mit x € Uy und
Uy CU.

Definition 3
Sei (X, %) ein topologischer Raum, M C X eine Teilmenge.

a) M°:={xze M| M ist Umgebung von = } = U U heift Inneres oder offener Kern

UCM
Ue%
von M.
b) M := ﬂ A heift abgeschlossene Hiille oder Abschluss von M.

MCA
A abgeschlossen

c) OM := M \ M° heikt Rand von M.

d) M heift dicht in X, wenn M = X ist.

Beispiel 2
1) X = R mit euklidischer Topologie
M=Q=M=R, M°=0
2) X =R, M = (a,b) = M = [a, ]
3) X=R,T=%y,
M = (a,b)= M =R
Definition 4
Sei (X, T) ein topologischer Raum.

a) B C ¥ heifst Basis der Topologie ¥, wenn jedes U € T Vereinigung von Elementen aus
B ist.



I. Topologische Grundbegriffe

b) B C T heiftt Subbasis, wenn jedes U € ¥ Vereinigung von endlich vielen Durchschnitten
von Elementen aus B ist.

Beispiel 3
X = R"™ mit euklidischer Topologie und

B={B,(z)|re€Qs,zecQ"}

ist eine Basis.

Bemerkung 1
Sei X eine Menge und B C P(X). Dann gibt es genau eine Topologie ¥ auf X, fiir die B
Subbasis ist.

Definition 5
Sei (X, T) ein topologischer Raum, Y C X.
Ty :={UNY |U € T} ist eine Topologie auf Y.

Ty heift Spurtopologie und (Y, ¥y ) heifit ein Teilraum von (X, ¥)
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