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§ 0 Vorbereitungen

In diesem Paragraphen seien X,Y,Z Mengen (# @) und f: X =Y, g:Y — Z Abbildungen.
(1) (1) P(X):={A:AC X} heifst Potenzmenge von X.

(i) Sei M C P(X), so heikt M disjunkt, genau dann wenn AN B = ( fir A,B € M
mit A # B.
(iii) Sei (A;) eine Folge in P(X) (also A; € X), so heiit (A;) disjunkt, genau dann

wenn {Aj, Ag, ...} disjunkt ist.
Schreibweise:

U_ =U4
j=1
U4, =4
j=1
4 =4
j=1
Z aj =: Z a;
j=1

(2) Sei AC X, 14: X — R definiert durch:

Tu(x) =

1 fallsze A
0 falls x € A€

wobei A¢:= X \ A. 14 heift die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion

von A.

(3) Sei BCY dann ist f~1(B):={z € X : f(x) € B} und es gelten folgende Eigenschaften:
(i) f7HBY) = f(B)
(ii) Ist B; eine Folge in P(Y), so gilt:

(iii) Ist C' C Z, so gilt:



§1 o-Algebren und Male

In diesem Paragraphen sei X # () eine Menge.

Definition
Sei 24 C P(X), A heifst eine o-Algebra auf X, wenn gilt:

(0'1) Xed
(02) Ist A € 2, soist auch A° € A.
(03) Ist (A;) eine Folge in A, so ist | JA; € A.

Beispiele:
(1) {X,0} und P(X) sind o-Algebren auf X.

(2) Sei A C X, dannist { X,0, A, A° } eine o-Algebra auf X.
(3) A:={AC X | A abzdhlbar oder A¢ abzéhlbar } ist eine o-Algebra auf X.

Lemma 1.1
Sei 2 eine o-Algebra auf X, dann:

(1) PeA
(2) Ist (Aj) eine Folge in A, so ist () A; € A.
(3) Sind Ay, ..., A, € 2, so gilt:
(i) AAU---UA, €
(i) Ain---NA4, e
(i) Ap\ As € A

Beweis
(1) 2 0=XeA

(2) D:=A;. D°=JAj € A (nach (02) und (03)), also gilt auch D = (D) €

(0'3) mit An+j =0 (_7 > 1)

AjU---UA, e

3) ()
(i)
(111) Al\AQ :AlﬂAg e

@mit Ay ZXG2H 4 noqA, €A

2.




1. o-Algebren und Mafe

Lemma 1.2
Sei F # () eine Menge von o-Algebren auf X. Dann ist

QlO::ﬂQl

eine o-Algebra auf X.

Beweis
(1) VIIEF: X e = X €.

(02) Sei A € p, dann gilt:
VAeF:Acld = VA e F:Ae

- ACEQ(O

(03) Sei (A;) eine Folge in 2y, dann ist (A;) Folge in A fiir alle A € F, dann gilt:

VAETF: (4 e = (A€ .
Definition
Sei ) # & CP(X) und F := {A: A ist o-Algebra auf X mit & C A}. Definiere
o(€) = ﬂ 2
AeF

2 o(€) ist eine o-Algebra auf X. o(€) heilt die von £ erzeugte o-Algebra. £ heifst ein
Erzeuger von o(&).

Lemma 1.3

Sei ) # & C P(X).
(1) £ Co(€). o(€) ist die ,Kkleinste* o-Algebra auf X, die £ enthélt.
(2) Ist & eine o-Algebra, so ist (&) = €.

(3) Ist £ C &', soist o(E) Ca(&).

Beweis
(1) Klar nach Definition.

(2) A:=¢&, dann gilt A C o(&) C A

(3) £ C & C (&), also folgt nach Definition (&) C o(E'). n



1. o-Algebren und Mafe
Beispiel
(1) Sei A C X und € := {A}. Dann ist 0(€) = {X,0, A, A°}.
(2) X :=1{1,2,3,4,5},& := {{1},{1,2}}. Dann gilt:
O—(g) = {X7 07 {1}7 {2}’ {17 2}7 {37 47 5}7 {17 37 47 5}7 {27 37 47 5}}

Erinnerung: Seid € N, X C R%. A C X heift offen (abgeschlossen) in X, genau dann wenn
ein offenes (abgeschlossenes) G C R? existiert mit A = X N G.
Beachte: A abgeschlossen in X <= X \ A offen in X.

Definition
Sei X C R4,

(1) O(X):={AC X |Aist offen in X }
(2) B(X) :=0(O(X)) heilt Borelsche o-Algebra auf X.
(3) B, := B(R?). Die Elemente von B, heifen Borelsche Mengen oder Borel-Mengen.

Beispiel offen
(1) Sei  # X CR% Ist A C abgeschlossen in X, so ist A € B(X).

offen
(2) Ist A C R? abgeschlossen, so ist A € B.

(3) Seid=1,A=Q. Q ist abzéhlbar, also Q = {ry,re,...} (mit r; # r; fiir i # j). Also ist
Q = U{rj}. Sei nun r € Q, dann ist B := (—o0,7)U(r,00) € By. Daraus folgt {r;} € B,
also auch Q € B;.

Allgemeiner lisst sich zeigen: Q% := {(21,...,2,) 1 2; € Q( = 1,...,n)} € B,.

(4) Sei 29 € R%, { ¢ } ist abgeschlossen = { 2o } € B

Definition
(1) Seien Iy, ..., I; Intervalle in R. I; x --- x I; heift ein Intervall in R?.

(2) Seien a = (a1, ...,aq),b = (by,...,bg) € R%

a<b:<= a;<b; (j=1,...,d)

(3) Seien a,b € R% und a < b.

(a,b) := (a1,b1) x -+ x (ag,bq)
(a,b] := (a1,b1] X -+ X (ag, bq]
[a,b) := [a1,b1) X -+ X [ag, bg)
[a,b] := [a1,b1] X -+ X [ag, bq]

mit der Festlegung (a,b) := (a,b] := [a,b) := 0, falls a; = b; fir ein j € {1,...,d}.
(4) Fur k €{1,...,d} und a € R definiere die folgenden Halbréume:
H, (o) := { (z1,...,2q) € RY: 1y, Sa}

H} () ::{(xl,...,xd)ERd:xkza}



1. o-Algebren und Mafe

Satz 1.4 (Erzeuger der Borelschen o-Algebra auf R9)
Es seien &1, &9, E5 wie folgt definiert:

& :={(a,b): a,b € Q% a < b}
& :={(a,b] : a,b € Q% a < b}
& ={H_ (a):acQk=1,...,d}
Dann gilt:
By =0(&) =0(&) =0(E)

Entsprechendes gilt fiir die anderen Typen von Intervallen und Halbraumen.

Beweis
(1) Sei G € O(R?), M := {(a,b) : a,b € Q% a < b,(a,b) C G}. Dann ist M abziihlbar und
G = Urem I- Also gilt:

Geo(&) = Byg=0(ORY) Ca(&)

(2) Sei (a,b) € &.
Fall 1: (a,b) =0 € & C o(&)
Fall 2: (a,b) #0,a=(a1...,aq),b=(b1...,bq).
Dann gilt fiir alle j € {1,...,d} : a; < b;. Also gilt auch:

1
HNENZVnZNIVjG{l,...,d}:a/j<bj—g
Definiere ¢, := (+,..., %) € Q% Dann gilt:
((I, b) = U ((I,b— Cn] € 0(52)
n>N

Also auch &1 C 0(&2) und damit o(&1) C o(&2).

(3) Seien a = (a1,...,aq),b = (by,...,bq) € Q% mit a < b. Nachrechnen:

d

(a,0] = () (H,, (br) N H,; (ax)°) € o(E3).
k=1

Das heifit €& C 0(€3) und damit auch (&) C o(&3).
(4) H, (o) ist abgeschlossen, somit ist H, ()¢ offen und damit H, (a)® € By, also auch
H;(Oz) € B,. Damit ist &5 C B; — 0(83) C By, n
Definition
Sei0 M CP(X)und 0 #Y C X.
My = {ANY : Aem)

heifst die Spur von 9 in Y.



1. o-Algebren und Mafe

Satz 1.5 (Spuren und o-Algebren)
Sei ) #Y C X und 2 eine o-Algebra auf X.

(1) Ay ist eine o-Algebra auf Y.
(2) Ay CA <= Y e
(3) Ist ) #£ & C P(X), so ist a(Ey) = a(E)y.

Beweis
(1) (1) Esist Y =Y NX €Ay, da X € 2.

(02) Sei B € 2y, dann existiert ein A € A mit B=ANY. Alsoist Y\ B=(X\4)NY €
Ay, da X \ A € A ist.

(03) Sei (B;) eine Folge in 2ly, dann existiert eine Folge (A;) € AN mit B; = A;NY. Es
gilt:
UBi=Jny)=(Ja)ny ey
(2) Der Beweis erfolgt durch Implikation in beiden Richtungen:
,=—“ Esgilt Y € %y C 2
, <= Sei B € %y, dann existiert ein A € A mit B=ANY €2
(3) Es gilt:

ECall) = & Ca(&)y
= d(&y) Co(€)y

Sel nun:

D={ACX:ANnY eo(&)}

Ubung: D ist eine o-Algebra auf X.
Sei E € &dannist ENY € & C o(€y) also E € D und damit £ C D. Daraus folgt:

0'(5)yg0'(D)y:Dy:{AﬂY2A€D}
Co(éy) [

Folgerungen 1.6
Sei X C R%. Dann gilt:
(1) B(X) = (Ba)x
(2) Ist X € By, soist B(X)={AeBy: AC X} CB,.

Definition
Wir fiigen R das Symbol +oco hinzu. Es soll gelten:

(1) VaeR:a < 400

10



1. o-Algebren und Mafe

(2) a4+ (+00) := +o0 =: (+00) £ a
(3) (400) + (+00) := 400
Sei etwa [0, +00] := [0, 00) U {+00}.
(1) Sei (2,,) eine Folge in [0, +oc]. Es gilt:

Tp = 00 Ve >0, EN: VR > ng:a, >c

(2) Sei (ay) eine Folge in [0, 4o00]. Es gilt

o0

Zan:Zan:—l—oo

n=1
genau dann wenn a; = +oo fiir ein j € N oder, falls alle a; < 400, wenn ) _ a,, divergiert.

Wegen 13.1 Ana I kénnen Reihen der obigen Form beliebig umgeordnet werden, ohne dass sich
ihr Wert veradndert.

Definition
Sei 2 eine o-Algebra auf X und p : 2 — [0, +00] eine Abbildung. p heift ein Mafs auf 2, genau
dann wenn gilt:

(M1) p(0) =0

(Ms) Ist (Aj) eine disjunkte Folge in 2, so ist p((JA;) = > pu(A;). Diese Eigenschaft heifit
o-Additivitét.

Ist u ein Maf auf 2, so heifst (X, 2, 1) ein Mafiraum.
Ein Mafs p heift endlich, genau dann wenn p(X) < oco. Ein Mak p heifst ein Wahrschein-
lichkeitsmafi, genau dann wenn p(X) =1 ist.

Beispiel
(1) Sei A =P(X) und zp € X. 0y, : A — [0, +00] sei definiert durch:

1, xp€ A
53:0(14) = {0 vo & A

Klar ist, dass d,,(0) = 0 ist.
Sei (A;) eine disjunkte Folge in 2.

1, zg € UAj
O A = = O (A
U= {y et =S
0z, ist ein Maf auf P(X) und heift Punktmafl oder Dirac-Mafs.

(2) Sei X :=N, A :=P(X) und (p;) eine Folge in [0, +00]. Definiere p : A — [0, +00| durch:

0 A=10
A) = ’
M( ) {ZjeApj 7‘47&@

Ubung: p ist ein MaR auf 2 = P(N) und heikt ein ZdhlmaR. Sind alle p; = 1, so ist u(A)
gerade die Anzahl der Elemente von A.

11



1. o-Algebren und Mafe

(3) Sei (X, u) ein Mafiraum, ) # Y C X und Ay C 2 eine o-Algebra auf Y. Definiere
po = Ag — [0, +00] durch po(A) := u(A) (A € Ap). Dann ist (Y, Ao, po) ein Mafraum.
Ist spezieller Y € %A, so ist 2l := Ay C 2 und man definiert py : Ay — [0, +oc] durch

iy (4) = u(A).

Satz 1.7
(X, 2, i) sei ein Makraum, es seien A, B € A und (A;) sei eine Folge in 2. Dann:

1) ACB = p(A) < u(B)
2) Ist p(A) <ocound AC B, = u(B\ A)=pu(B)—un(A)
3) Ist p endlich, dann ist p(A) < oo und pu(A¢) = pu(X) — u(A)

5

(1)

(2)

(3)

(4) 1(UA)) <X p(A;) (o-Subadditivitit)

(5) Ist Ay C Ay C A3 C -+, so ist pu(J Aj) = limy_yo0 fo(Ay)
(6)

6) Ist A1 O Ay D A3 O -+ und pu(A) < oo, so ist u((A;) = limy oo p1(An)

Beweis
(1)-(3) B = (B\ A)UA. Dann: u(B) = u(B\ A)+u(A) > u(A)
>0
@) B = Ay Boi= Ac\UZ 4, (k22)

Dann: B; € A, B; C A; (j € N); (Bj;) disjunkt und |JA; = |J B;. Dann:

u(UAj) :M(U3j> ZM ) <Y u(4;
(AJ)
(5) B = Al, B = Ak\Ak,1 (k > 2)

Dann: B; C2; B; C A;(j € N); UA; = U Bj und A, = U}

Dann: (U 4;) = u(UBy) = S p(By) = limnoe Y u(B)

———
=u(Uj=1 Bj)=n(An)

(6) Ubung n

12



§ 2 Das Lebesguemald

In diesem Kapitel sei X eine Menge, X # {).

Definition
Sei ) # R C P(X). R heilt ein Ring (auf X), genau dann wenn gilt:

(1) Der
(2) ABeER — AUB,B\AecR

Definition
Sei d € N.
(1) Zy = {(a,b] | a,b € R% a < b}. Seien a = (a1,...,aq), b = (b1,...,b5) € R% und
I:= (a,b] €1y
0 falls I =
Aa(I) = o 0 (Elementarvolumen)
(b1 —a1)(bz —az) -+~ (ba — aq) falls I #0

(2) Fyq:= {U?:1 LilneN, L,...,I, € Id} (Menge der Figuren)

Ziel dieses Kapitels: Fortsetzung von Ay auf Fy4 und dann auf B, (~ Lebesguemaf)

Beachte: 7y C F4 C By 24 By =0(Zy) =0(Fq)

Lemma 2.1
Seien I,I' € Ty und A € Fy. Dann:

(1) INI' eIy
(2) I\I' € Fy. Genaner: 3{I,... I/} C T, disjunkt: T\ I' = J\_, I}

(3) 3{11,....I}} € I, disjunkt: A= J_, I

(4) Fy ist ein Ring.

Beweis
(1) Sei I =T1¢_, (ar, bi), I' = TI0_, (an, Bil; @, := max{ay, ax}, B} := min{By, by}

Ist o), > B}, fiir ein k € {1,...,d}, soist INI' =0 € Z;. Sei a, < B.Vk € {1,...,d}, so
ist INT =T[4, (cah, BL] € T

13



2. Das Lebesguemais

(2) Induktion nach d:

LA.
LV.

LS.

(3) Wir
{1,
LA.
LV.

LS.

Klar v
Die Behauptung gelte fiir ein d > 1
Seien I, I" € Ty.;. Es existieren I, I € Zy und Ip, I, € Tymit: [ = I} x Iy, I' = I{ X I},

Nachrechnen:

I\I/ = (Il \I{) X IQU(Il ﬂ[i) X (IQ\Ié)

ILA. = I\ I} = endliche disjunkte Vereinigung von Elementen aus Z;
LV. = I\ I} = endliche disjunkte Vereinigung von Elementen aus Z
Daraus folgt die Behauptung fiir d + 1

zeigen mit Induktion nach n: ist A = U?Zl I; mit I,...,I; € 1y, so existiert
- I}y € Iy disjunkt: A=, I

n=1: A=LV

Die Behauptung gelte fiir ein n > 1

Sei A= I (L. Iy € 1y)

IV = 3{I},....1}} € I, disjunkt: U]_, [; = U\, I

Dann: A = Iy Uy I = Ly UUSy (1 Tnsa)

Wende (2) auf jedes I; \ In+1 an (j =1,...,0): I} \ Int1 = U;jzl I (I} € Za)

Damit folgt:
l L
A=naulJ(UH
j=1 \j=1

Daraus folgt die Behauptung fiir n + 1.

4) (a,a] =0 = 0 e Fy

Seien A, B € F4. Klar: AU B € Fy

Sei A= Ij; B=U_1 I} (I;, I} € Iy). Zu zeigen: B\ A € Fy

LA.

LV.
LS.

J=175
n=1: A= = B\A= U?:1(Ig,'\[j)- Wende (2) auf jedes I} \ I an. Aus (2)
~——

eFq
folgt dann B\ A € Fy.

Die Behauptung gelte fiir ein n € N
Sei A/ = AU It (In+1 S Id). Dann:

B\A/: (B\A)\[n_H S
—— =~
EFq €Fq | |

14



2. Das Lebesguemais

Lemma 2.2
Sei A € Fyund {I1,...,I,} C Iy disjunkt und {I3,...,1},} C Z, disjunkt mit Jj_, I; =
A=Uj%; I}. Dann:

> ha) = ()
j=1 Jj=1

Definition
Sei A € Fqund A=Jj_, I; mit {I1,...,I,} C Zy disjunkt (beachte Lemma 2.1, Punkt 3).

)\d(A) = i Ad(Ij)

Wegen Lemma 2.2 ist Ay : Fg — [0, 00) wohldefiniert.

Satz 2.3
Seien A, B € F4 und (B,,) sei eine Folge in Fy.

1) AnNB=0 = XN(AUB) = X(A4) + \y(B)
2) ACB = X(A) < \i(B)

(1)

(2)

(3) Ma(AUB) < A\y(A) + \y(B)

(4) Sei § > 0. Es existiert C € Fy: C C B und M\g(B\ C) < 4.
(5)

5) Ist Bpy1 € BpVn € N und (B, = 0, so gilt: A\g(B,) — 0(n — o0)

Beweis
(1) Aus Lemma 2.1 folgt: Es existiert {I, ..., I,} C Z; disjunkt und es existiert {I,...,I],} C
I, disjunkt: A=U;_, I;, B=UjL, I}.
Ji=A{lL,..., I, 1},...., 1.} €Ty Aus AN B = () folgt: J ist disjunkt. Dann: AU B =
UIEJI

Also:

M(AUB) =3 Ad(D)
IeJ

= Aall) + D Aallj)
j=1 =1

= Aa(A4) + Aa(B)

(2) wie bei Satz 1.7

15




2. Das Lebesguemais

2)
(3) Aa(AUB) = MAU(B\ A)) L \(4) + Ma(B\ A) < Ag(A) + Aa(B)
(4) Ubung; es geniigt zu betrachten: B € 7y

(5) Sei e > 0. Aus (4) folgt: Zu jedem B, existiert ein C,, € F4: C,, C B,, und

Aa(By \ Cy) < 2% (2.1)
Dann:ﬂ€n§ﬂ3n2®:>U6;:Rd:> B QUGZ
k kt e
ompa/ offen

Aus der Definition von Kompaktheit (Analysis II, §2) folgt: Im € N : U;"Zl 6; D B
Dann: (j~, C; C Bi. Andererseits: Nj~, C; CNj=, B; € B1 C Bi.

Also: (72, C; = 0. Das heift: Nj=1 Cj=0Vn>m
D,, = ﬂ?:l C;. Dann: Dy, = 0¥n > m

Behauptung: A\q(B, \ D) < (1— &) eVn €N

Beweis (2.1)
LA. M(Bi\D1) = X(Bi\C1) < §=(1-3)ev

[.V. Die Behauptung gelte fiir ein n € N.

LS.
Ad(Bn+1\ Dnt1) = Aq (Bpt1 \ Dn) U (Bpga \ Cng))
3)
< Ad(BnJrl \ Dn) + )‘d(BnJrl \ Cn+l)
CBa\Dy, 1)
< 2ns+l

(2) €

LV. 1 €

= (1 - Qn) + nit

1

=(1-— W g | |

Firn>m: D, =0 = X\(B,) =X(By\Dy) < (1—5)e<e n
Definition

Es sei R ein Ring auf X. Eine Abbildung p : 8 — [0, 0o] heift ein Pramafl auf R, wenn gilt:

(1) u(®) =0
(2) Ist A; eine disjunkte Folge in 98 und |JA; € R, so ist u ((JA;) = > pu(A4;).

Satz 2.4
Ad : Fq — [0,00] ist ein Pramafk.

16



2. Das Lebesguemais

Beweis

(1) Klar: \g(0) =0
(2) Sei A; eine disjunkte Folge in 4 und A :=J A; € Fy.
By, =2, Aj (n € N); (By) hat die Eigenschaften aus 2.3, Punkt 5. Also: Ag(B,) — 0.

Fir n > 2:

Aa(A) = A(A1 U---U Ap_q UBy,) 2V Z)\d ) + Aa(Bn)

Daraus folgt:

Z)\d (A) = Xg(B,) V¥n>2

Mit n — oo folgt die Behauptung.

Satz 2.5 (Fortsetzungssatz von Carathéodory)
Sei R ein Ring auf X und p : R — [0,00] ein Pramaf. Dann existiert ein Mafraum
(X, 2A(j2), ) mit

(1) a(R) S Aw)
(2) #(4) = p(A)VA e R

Insbesondere: [ ist ein Mak auf o(fR).

Satz 2.6 (Eindeutigkeitssatz)
Sei ) # & C P(X), es seien v, p Make auf o(€) und es gelte: u(E) = v(E)VE € £.

Weiter gelten:
(1) E,Fe& = ENF €& (durchschnittstabil)
(2) Es existiert eine Folge (E,) in &: | E, = X und p(E,) < coVn € N.

Dann: 4 = v auf o(&).

Satz 2.7
Es gibt genau eine Fortsetzung von \g : Fy — [0, 00| auf B4 zu einem Mak. Diese Fortset-
zung heifst Lebesguemafs (L-Maf) und wird ebenfalls mit Ay bezeichnet.
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Beweis
Aus Lemma 2.1 und Satz 2.4 folgt: Ay ist ein Pramak auf R := Fy; es ist o(R) = By.

Aus Satz 2.5 folgt: Ay kann zu einem Mals auf 9B, fortgesetzt werden.

Sei v ein weiteres Mak auf By mit: v(A) = N\j(A)VA € Fy. € :=Z;. Dann: (&) = By.

(1) E,Fe€ 25 ENFeE

(2) E, :=(—n,n)?

Klar:

Klar:
JE. =R?
Aa(Ep) = (2n)¢ < 0o
v(E) = M\(E)VE € €. Mit Satz 2.6 folgt dann: v = Ay auf B,. n

Bemerkung: Sei X € B,;. Aus 1.6 folgt: B(X) ={A € B, | AC X}. Die Einschrankung von
Mg auf B(X) heifst ebenfalls L-Mafs und wird mit Ay bezeichnet.

Beispiele:

(1)

(2)
(3)

(4)
(5)

Seien a = (a1, ...,aq), b= (b1,...,b5) € R? a <bund I = [a,b].
Behauptung
Ad([a,b]) = (b1 — a1) - -+ (bg — aq) (Entsprechendes gilt fiir (a,b) und [a, b))

Beweis
L= (a1 — 2,b1) x - X (ag— 2,b4); 1 DL D -+ s NIy =1, Aa(l1) < 00

Aus Satz 1.7, Punkt 5, folgt:

)\d(I) = lim )\d(-[n)

n—o0

1 1
— i by — Yoo (b — -
im (b a1+n) (ba ad+n)

n—oo

= (b1 —a1) - (ba — aq) "

Sei a € RY, {a} = [a,a] € By. Aus obigem Beispiel (1) folgt: \g({a}) = 0.

Q7 ist abzihlbar, also: Q¢ = {ay, as, ...} mit a; # a; (i # j). Dann: Q% = (J{a;}
Dann gilt: Q¢ € B4 und A\g(Q?) = 3> N\y({a;}) = 0.

Wie in Beispiel (3): Ist A C R? abzéhlbar, so ist A € B4 und A\g(A) = 0.

Sei j € {1,...,d} und H; := {(z1,...,24) € R? | z; = 0}. H; ist abgeschlossen, damit
folgt: H; € By

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei j = d. Dann: I, :== [-n,n| x --- X [-n, n] x{0}.

(d—1)—mal
Aus Beispiel (1) folgt: A\g(I,) = 0.

Aus Hd = UIn folgt: )\d(Hd) < Z)\d(In) = 0. Also: )\d(Hj) =0.
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Definition
Sei z € R?, B C R?. Definiere:
r+B:={zx+b|be B}

Beispiel
Ist I € Zy, 50 gilt x + 1 € Ty und Ag(x + 1) = \g(1).

Satz 2.8
Seiz € RLA := {B € By : 2+ B € By} und g : A — [0,00] sei definiert durch
p(A) == Ag(x + A). Dann gilt:

(1) (R4, A, ) ist ein Mafraum.

(2) Es ist 2 = B4 und p = Ay auf By. D.h. fir alle A € By ist  + A € By und
Aa(x + A) = N\g(A) (Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes).

Beweis )
(1) Leichte Ubung!
(2) Es ist klar, dass B4 O A. Nach dem Beispiel von oben gilt:
g CACBs=0(Zy) Co(A) =2
Setze € := Iy, dann ist 0(€) = B4 und es gilt nach dem Beispiel von oben:
VE € £ : u(E) = \(E)

& hat die Eigenschaften (1) und (2) aus Satz 2.6, daraus folgt dann, dass p = Ay auf By
ist. ™

Satz 2.9
Sei p ein Maf auf B, mit der Eigenschaft:

Ve eRY A€ By: u(A) = pu(z+ A)
Weiter sei ¢ := u((0,1]¢) < oo. Dann gilt:

p=c-Ad

Satz 2.10 (Regularitit des Lebesgue-Mafies)
Sei A € 9B,, dann gilt:
(1) A(A) =inf {0(G) | G C R? offen und A C G}

= inf {/\d(V) | V = U352, I, Ij € R? offenes Intervall , A C V}

(2) Mg(A) =sup{\g(K) | K C R? kompakt , K C A}
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Beweis

(1) Ohne Beweis.

(2) Setze B := sup{\q(K) | K € R? kompakt , K C A}. Sei K kompakt und K C A, dann
gilt A\g(K) < Ag(A), also ist auch 5 < \;(A).

Fall 1: Sei A zuséatzlich beschrankt.
Sei € > 0. Es existiert ein r > 0, sodass A C B := U, (

0) C [—r,r]? ist, dann gilt:
Ai(A) < Xa([=r,7]7) = (2r)? < o0

Aus (1) folgt, dass eine offene Menge G O B\ A existiert mit A\y(G) < A\g(B\ A) + ¢.
Dann gilt nach 1.7:
Aa(B\ A) = Aa(B) — Aa(4)

Setze nun K := B\ G = BN G dann ist K kompakt und K C B\ (B\ A) = A. Da
B C GUK ist, gilt:
M(B) < N(GUK) < XM\g(B) — M(A) + e+ N(K)

Woraus folgt:
Aa(A) < X(K) +¢

Fall 2: Sei A € B, beliebig.
Setze A, := AN U,(0). Dann ist A, fiir alle n € N beschriankt, A, C A,+; und A =
Unen An- Nach 1.7 gilt:

)\d(A) = lim )\d(An)

Aus Fall 1 folgt, dass fiir alle n € N ein kompaktes K, C A,, mit A\g(A4,) < A\i(K,) +
existiert. Dann gilt:

3=

Also auch:

Auswahlaxiom:
Sei ) # Q Indexmenge, es sei {X,, | w € Q} ein disjunktes System von nichtleeren Mengen X,,,.
Dann existiert ein C' C (J,,cq Xu, sodass C mit jedem X; genau ein Element gemeinsam hat.

Satz 2.11 (Satz von Vitali)
Es existiert ein ¢ C R? sodass C' ¢ B.

Beweis
Wir definieren auf [0, 1]¢ eine Aquivalenzrelation ~, durch:

Vm,yE[O,l]d:xwy — z—yeQ?
Vo € [0,1]7: [a] := {y € [0,1]" | = ~ y}
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Nach dem Auswahlaxiom existiert ein C' C [0, 1]¢, sodass C mit jedem [z] genau ein Element
gemeinsam hat. Es ist Q2N [—1,1]? = {q1, g2, ...} mit ¢; # g; fiir (¢ # 7). Dann gilt:

U +0) c-1,2¢ (1)
n=1
0,11 € | J (g +C) (2)
n=1

Beweis
Sei z € [0,1]¢. Wihle y € C mit y € [z], dann ist  ~ y, also  —y € Q?N [~1,1]%. D.h.:

neNz—y=q, = z=q¢,+y<cqg,+C [

Aufserdem ist {g, + C | n € N} disjunkt.

Beweis
Sei z € (g + C) N (gm + C), dann existieren a,b € Q?, sodass gilt:

(nta=z=qn+b) = (b—a=qgn—q, €Q
= (a~b) = ([a] = [b])
= (a=0b) = (qu = qm) n

Annahme: C € B, dann gilt nach (1):
3d = Ad([_2) 1]d)

> \a((J(gn + ©))
= Nalgn +C)
= a(C)
Also ist Ag(C) = 0. Damit folgt aus (2):
1= Xq([0,1]%)
<\a(J(gn +0))
=> 2(0)
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§ 3 Messbare Funktionen

In diesem Paragraphen seien () # X, Y, Z Mengen.
Definition
Ist 2 eine o-Algebra auf X, so heifit (X,2() ein messbarer Raum.

Definition
Sei A eine o-Algebra auf X, B eine o-Algebra auf Y und f : X — Y eine Funktion. f heifst
genau dann 2A-B-messbar, wenn gilt:

VBe®B:f (B e
Bemerkung: Seien die Bezeichnungen wie in obiger Definition, dann gilt:

(1) f sei A-B-messbar, A’ eine weitere o-Algebra auf X mit 2 C A’ und B’ sei eine o-Algebra
auf Y mit B’ C B.
Dann ist f A’-B’-messbar.

(2) Sei Xo € A, dann gilt Ay, € A nach 1.5. Nun sei f : X — Y A-B-messbar, dann ist
fixo : Xo = Y Ax,-B-messbar.

Beispiel
(1) Sei 2A eine o-Algebra auf X und A C X. 14 : X — R ist genau dann 2-B;-messbar, wenn
A e U ist.

(2) Sei X =R% Ist A € By, so ist 14 By-B1-messbar.
(3) Ist C' wie in 2.11, so ist 1¢ nicht B4-B-messbar.

(4) Es sei f : X — Y eine Funktion und 9B () eine o-Algebra auf Y (X), dann ist f
P(X)-B-messbar (A-{Y, 0}-messbar).

Satz 3.1
Seien 2, B, € o-Algebren auf X, Y bzw. Z. Weiter seien f: X - Y undg: Y — Z
Funktionen.

(1) Ist f A —*PB—messbar und ist g B — C—messbar, so ist go f : X — Z A — €—messbar.
(2) Sei ) #E& CP(Y) und o(€) = B. Dann:

f ist 2l — B —messbar, genau dann, wenn gilt: VE € £ : f~1(E) € A

Beweis
(1) Sei C € €; g ist messbar, daraus folgt g~ (C) € 9B; f ist messbar, daraus folgt f~1(g=1(C)) =
(go ) M(C) e
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3. Messbare Funktionen
2 =V

< D:={BCY | fYB)<cA} Ubung: D ist eine o-Algebra auf Y.

Aus der Voraussetzung folgt: £ C®. Dann: B =o(€) CD.Ist B € B, soist Be D,
also f~1(B) € L. [ |

Definition
Sei X € By. Ist f: X — RF B(X) — B —messbar, so heift f (Borel-)messbar.

Ab jetzt sei stets X € By. (Erinnerung: B(X)={4€B;| AC X})

Satz 3.2
Seien f, g: X — R* und a, 3 € R.
1) Ist f auf X stetig, so ist f messbar.
2) Ist f = (f1,..., fr), so gilt: f ist messbar < alle f; sind messbar.
3) Sind f und g messbar, so ist af + Sg messbar.

)

(

(

(

(4) Sei k=1 und f und g seien messbar. Dann:
(i) fg ist messbar

(ii) Ist f(z) # OVx € X, so ist % messbar

(iii) {z € X[ f(z) = g(x)} € B(X)

Beweis
(1) Sei G € O(RF). Mit f stetig folgt: f~1(G) € O(X) € B(X)

o(O(R*)) = By,. Die Behauptung folgt aus 3.1.(2).
(2) <= Sei I=(a,b] =TI, (aj,b] € I (a=(ar,...,ap), b= (b1,...,bp), a < b)
Dann: f~1(I) = (Vj_; f;" ((a5,b5] € B(X)
——

€8,

eB(X)
Aus o(I},) = By, folgt mit 3.1.(2): f ist messbar.
=: Fiir j = 1,...,k sei p; : R¥ — R definiert durch p;(z1,...,7x) := 2,

p; ist stetig, also messbar (nach (1)). Es ist f; = pj o f. Mit 3.1.(1) folgt: f; ist
messbar.

(3) h:=(f,g9): X — R?: aus (2): h ist messbar.

¢(z,y) = az + By (v,y € RY)
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3. Messbare Funktionen
© ist stetig, also messbar (nach (1)). Es ist af + 8g = poh. Mit 3.1.(1) folgt: af + By ist
messbar.

(4) () h = (f,g9) : X — R ist messbar (nach (2)); ¢(x,y) := xy, @ ist stetig, also
messbar.

Esist fg = ¢ oh. Mit 3.1.(1) folgt: fg ist messbar.

(il) @(z) =1, ¢ ist stetig auf R \ {0}, also messbar.

% = po f. Mit 3.1.(1) folgt: % ist messbar.
1 €81
(i) A:={ze X[ f(z) 2 g(x)} ={r e X[ f(z)—g(z) €[0,00)} = (f—g) ([0,00))€
——
messbar nach (3)
B(X) n

Folgerungen 3.3
(1) Seien A, B € B(X), ANB = und X = AU B. Weiter seien f: A = RF und g : B — R*

messbar. Dann ist h : X — R¥, definiert durch

{f(x) reA

Ma) = g(x) zeB’

messbar.

(2) Ist f: X — R¥ messbar und g(z) := ||f(z)|| (x € X), so ist g messbar.

Beweis
(1) Sei C € By,. Dann:

hH(C)= f7(C) U g '(C) €B(X)
N—— SN——
€B(A)CB(X)  €B(B)CSB(X)

(2) Definiere p(2) = ||z|| (2 € R¥); ¢ ist stetig, also messbar.

Esist g = @ o f. Mit 3.1 folgt: g ist messbar. n
Beispiel sin(y)
—= 0
X=R fay) =1 ¢ 7
0 z=0

firz#0: f(z,z) = sin(X) #3304 # 0= f(0,0), daraus folgt: f ist nicht stetig.

x

A= {(z,y) eR? |2 =0},B:={(z,y) eR? |2 #0}, X = AUB,ANB = (). Aist
abgeschlossen, das heift: A € By, B = A® € B,

f1 ist stetig auf A, fo ist stetig auf B. Also: fi1, fo ist messbar; mit 3.3.(1) folgt: f ist messbar.
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Ein neues Symbol kommt hinzu: —co
R := [~00, +00] := RU {—00, +00}
In R gelten folgende Regeln, wobei a € R:
(1) —c0 <a< 400
(2) £oo + (£o0) = o0

(3) oo+ a:=a+ (£o0) := 0

oo a>0
(4) a-(£o00) :=(£o0)-a=<¢0 a=0
Foo a<0
(5) 7% :=0
Definition

(1) Sei () eine Folge in R. x,, — +00 & Ve € RIn. € Nz, > c¥n > n,
Analog fiir —oo.

(2) Seien f,g: X — R. Dann:

f<gt={zeX|f(z)<g(x)}
{f>g} ={zeX]| f(z)>g()}
{f#g}={zeX| f(z) #g(x)}
{f<gt ={zeX]|f(z) <g(2)}
{f>g}={zeX]|f(z)>g()}

(3) Seia € Rund f: X — R. Dann:

{f <a} :={r e X[ f(x) <a}
{fza} :={zc X[ f(x) > a}
{f#a} ={r e X[ f(z)#a}
{f<a}={rec X[ f(z)<a}
{f>a} ={rc X[ f(z)>a}

Definition

B, :={BUE|B€®By, EC{-00,+00}}. Dann: B; C B,

Ubung: B ist eine o-Algebra auf R.

B, heikt Borelsche o-Algebra auf R. Sei f: X — R. f heikt (Borel-)messbar (mb) :& f

ist B(X) — B1— messbar.

Beispiel
f(x):=+c0 (r€X) also: f: X - R

Sei B€ By, A:=fY(B)={zec X | f(z) € B}
Fall 1: +00 & B, dann: A = () € B(X)

Fall 2: 400 € B, dann: A = X € B(X)
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f ist messbar.

Satz 3.4
(1) Definiere die Mengen:

& i={]—00,a] |a € Q} &y :i={]—00,a) |a € Q}
& :={(a,0] | a € Q} Ey:i={a, 0] | a € Q}

Dann gilt: o
B = O'(gj) fiir 5 € {1,2,3,4}

(2) Fiir f: X — R sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) f ist messbar.

(i) Va e Q: {f < a} € B(X).

(i) Va € Q: {f > a} € B(X).

(iv) Vae Q: {f <a} € B(X).

(v) Yae Q:{f>a} € B(X).

(3) Die Aquivalenzen in (2) gelten auch fiir Funktionen f: X — R.

Beweis

Die folgenden Beweise erfolgen exemplarisch fiir einen der Unterpunkte und funktionieren fast
analog fiir die anderen.

(1) Fiir a € Q gilt:
[—00,al® = (a,0] € (&)

D.h. es gilt &3 C o(&1) und damit auch o(&3) C o(&;).

(2) Es gilt:
{f<a}={zeX|fx) <a}=f""([~00,d)
Die Aquivalenz folgt dann aus (1) und 3.1.

(3) Die Funktion f : X — R kann aufgefasst werden als Funktion f : X — R. Es ist f genau
dann B(X)-B;-messbar wenn f B(X)-Bi-messbar ist. n

Definition
Sei M C R.

(1) Ist M = 0 oder M = {—o0c}, so sei

sup M = —o0

(2) Ist M \ {—oo} # 0 und nach oben beschrankt (also insbesondere oo & M), so sei
sup M :=sup(M \ {—o0})

26




3. Messbare Funktionen

(3) Ist M\ {—o0} nicht nach oben beschriankt oder co € M, so sei

sup M =

(4) Es sei inf M := —sup(—M), wobei —M = {—m | m € M}.

Definition -
Sei (fy) eine Folge von Funktionen f, : X — R.

(1) Die Funktion sup,ey(fn) : X = R (infpen(fn) : X — R) ist definiert durch:

(igg fo)(x) :=sup{fu(z) [ neN} zeX

<( inf f)(2) i= inf{fu(x) |n €N} 7€ X>

(2) Die Funktion limsup,, _,q, fn : X = R (liminf, e fn : X — R) ist definiert durch:

lim sup f,, := inf (sup fy)

n—oo JEN n>;
liminf f,, := sup(inf f,)
n—00 jEN n>j

Erinnerung: Fiir eine beschriankte Folge (a,) in R war

lim sup a,, := inf{sup{a,, | n > j}|j € N}

n—oo

(3) Sei N e Nund g; := f; (fir j =1,...,N), g; := fn (flir j > N). Definiere:

max f, :=supgy
1<n<N jeN

min ;= inf
1<n<N In jEN gn

(4) Ist fn(z) fiir jedes x € R konvergent, so ist lim,, o fn : X — R definiert durch:

(lm_ fu)(@) = lim fy(2)

n—0o0

(In diesem Fall gilt lim;, o0 fp, = limsup,,_, fr = liminf, o fp.)

(%)

Satz 3.5 B
Sei (fy) eine Folge von Funktionen f, : X — R und jedes f,, messbar.

(1) Dann sind ebenfalls messbar:

sup fn inf f, lim sup f, liminf £,
neN neN neN neN

(2) Ist (fn(z)) fiir jedes € X in R konvergent, so ist lim,, s, f, messbar.
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Beweis

(1) Sei a € Q, dann gilt (nach 3.4(2)):

{sup f < a} = (){fa < a} € B(X)

neN

Also ist sup,,cy fn messbar. Analog lasst sich die Messbarkeit von inf,cy f, zeigen, der
Rest folgt dann aus (x).

(2) Folgt aus (1) und obiger Bemerkung in der Definition. n

Beispiel

Sei X =TI ein Intervall in R und f : I — R sei auf I differenzierbar.

Fir z € I,n € N sei f, := n(f(z — %) — f(z)). Da f stetig ist, ist auch jedes f, stetig, also
insbesondere messbar und es gilt:

Aus 3.5(2) folgt, dass f’ messbar ist.

Definition
Sei f : X — R eine Funktion.

(1) fy :=max{f,0} heift Positivteil von f.
(2) f- :=max{—f,0} heist Negativteil von f.

Esgilt fy, f- >0, f=f4 — f-und |f]| = f4 + [-.

Satz 3.6
Seien f,g: X — R und o, 8 € R.

(1) Sind f, g messbar und ist af(x) + Bg(z) fur jedes x € X definiert, so ist af + Bg
messbar.

(2) Sind f, g messbar und ist f(x)g(x) fiir jedes x € X definiert, so ist fg messbar.

(3) f ist genau dann messbar, wenn f; und f_ messbar sind. In diesem Fall ist auch |f]
messbar.

Beweis
(1)+(2) Fiir alle n € N,z € X seien f,, und g, wie folgt definiert:

fn(z) := max{—n, min{ f(x),n}}
gn(z) := max{—n, min{g(z),n}}

Dann sind fy,(z), gn(x) € [-n,n| fiir alle n € N,z € X. Nach 3.2(3) sind also af,, + Bgn
und f,g, messbar. Aukerdem gilt:

afn(x) + Bgn(z) "= af (x) + By(x)
Fa(@)gn() "= f(2)g(x)
Die Behauptung folgt aus 3.5(2).
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(3) Nach 3.5(1) sind fy und f_ messbar, wenn f messbar ist. Die umgekehrte Implikation
folgt aus 3.6(1). Sind f4 und f_ messbar, so folgt ebenfalls aus 3.6(1), dass |f| = f+ + f-
messbar ist. n

Beispiel
Sei C' C RY wie in 2.11, also C' & B,. Definiere f : R? — R wie folgt:

1 ,x el
J(@) = {1 ,x e C

Dann ist {f > 1} = C, also f nicht messbar. Aber fiir alle z € R? ist |f(x)| = 1, also | f| = 1ga
und damit messbar.

Definition
f X — R sei messbar.

(1) f heit einfach oder Treppenfunktion, genau dann wenn f(X) endlich ist.

(2) f sei einfach und f(X) = {y1,...,ym} mit y; # y; fiir i # j. Sei weiter 4; := f~1({y;})
firj=1,...,m. Dannsind 44,...,4,, € B(X) und X = U;”Zl A; disjunkte Vereinigung.

m
f= Z Ysla
=1

heift Normalform von f.
Beispiel
Sei A € B(X). Definiere:
f=la=2-Ta-1Ix+1x\a=1a+0-1x\4

Wobei das letzte die Normalform von f ist. Man sieht also, dass einfache Funktionen mehrere
Darstellungen haben kénnen.

Satz 3.7
Linearkombinationen und Produkte, sowie endliche Maxima und Minima einfacher Funk-
tionen, sind einfach.

Satz 3.8
Sei f: X — R messbar.

(1) Ist f > 0 auf X, so existiert eine Folge ( fy,) von einfachen Funktionen f, : X — [0, 00),
n—o0

sodass 0 < f,, < fp41 auf X (Vn € N) und fo(z) = f(z) (Vz € X). In diesem Fall
heifst (fy,) zuléssig fir f.

(2) Es existiert eine Folge (f,) von einfachen Funktionen f, : X — R, sodass |f,| < |f]

n—oo

auf X (Vn € N) und f,(x) = f(z) (Vo € X).

(3) Ist f beschriankt auf X (also insbesondere too ¢ f(X)), so kommt in (2) noch hinzu,
dass (fp) auf X gleichméfig gegen f konvergiert.
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Folgerungen 3.9 ((Beweis mit 3.8(2) und 3.5))
Sei f : X — R eine Funktion, dann ist f genau dann messbar, wenn eine Folge einfacher
Funktionen (f,) mit f, : X — R und f,(z) "= f(z) fiir alle z € X existiert.
Beweis
(1) Fir n € N definiere ¢y, : [0,00] — [0, 00) durch

{%’;ﬂ 0<t<n

t) =
enl?) n ,n<t<oo

Dann ist ¢y, (B1)[0,00)-B1-messbar, aukerdem gilt:
Vi e [0,00VneN:0<p; <--- <t

1
VtE[O,n]VnEN:t—Q—nggpn(t)<t

n—o0

und es ist ¢, (t) — ¢ fiir alle t € [0oo]. Setze f,, := ¢, o f. Dann leistet (f,) das
gewilinschte.

(2) Esist f = fy — f— und fy, f- > 0 auf X. Seien (g,), (hy) zuléssige Folgen fiir fi bzw.
f—. Definiere f, := g, — h,,. Dann ist klar, dass gilt:

Vo € X : fo(x) = gn(x) — ho(@) "= fi(2) — f-(2) = f()

Weiter gilt:

(3) Ohne Beweis. -
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8§ 4 Konstruktion des Lebesgueintegrals

In diesem Paragraphen sei () # X € 9B, Wir schreiben aufierdem \ statt \g.

Definition
Sei f: X — [0,00) eine einfache Funktion mit der Normalform f = 37" y;14;.
Das Lebesgueintegral von f ist definiert durch:

/ﬂ@M:wam
X =

Satz 4.1
Sei f: X — [0,00) einfach, z1,...,2; € [0,00) und By, ..., By € B(X) mit |JB; = X und

f= Z§:1 zjlp;. Dann gilt:

k
/ﬂwm—zqwm
b's =

Beweis
In der groken Ubung. n

Satz 4.2
Seien f,g: X — [0,00) einfach, a, 8 € [0,00) und A € B(X).

(1) [y La(z) dz = A(A)
(2) [x(af +B9)(x) dv = o [y f(z) dz + 5 [ g(x) du
(3) Ist f < gauf X, soist [y f(x) dx < [y g(x) da.

Beweis
(1) Folgt aus der Definition und 4.1.

(2) Esseien f = Z;"Zl yjla, und g = Z§:1 zj1p, die Normalformen von f und g. Dann gilt:
m k
af +Bg = oyl + Y Bzlp,
j=1

J=1

31



4. Konstruktion des Lebesgueintegrals

Dann gilt:

k
[ (s +50) " Zayj (45)+ X BB
—aZyJ —i—Bsz

—a/f dx—l—ﬁ/

(3) Definiere h := g — f. Dann ist h > 0 und einfach. Sei h = Z 17jl¢; die Normalform
von h, d.h. z1,...,z, > 0. Dann gilt:

/ h(z) dox = i:cj)\((}’]) >0
X =

Also folgt aus g = f + h und (2):

/Xg(az) dx:/Xf(x) dJ:—F/Xh(x) dx > /Xf(x) dx .
Definition

Sei f: X — [0,00] messbar. (fy,) sei eine fiir f zuldssige Folge. Das Lebesgueintegral von f
ist definiert als:

n—0o0

/ f(z) dz:= lim [ fu(z) dx (%)
X X

Bemerkung;:

(1) In 4.3 werden wir sehen, dass (x) unabhéngig ist von der Wahl der fiir f zuléssigen Folge

(fn)-
(2) (fn(z)) ist wachsend fiir alle z € X, d.h.:

f(x) = lim fn(x) = (Sup fn)(x)

n—oo neN
(3) Aus 4.2(3) folgt dass ( [y fn(x) dz) wachsend ist, d.h.:

lim fn( ) do = sup{/X fo(z) dz |n e N} = /Xf(:c) dz

n—o0

Bezeichnung:
Fiir messbare Funktionen f : X — [0, co| definiere

M(f):= {/ gdzr|g:X —[0,00) einfach und g < f auf X}
X
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4. Konstruktion des Lebesgueintegrals

Satz 4.3
Ist f: X — [0, 00| messbar und (f,,) zulissig fir f, so gilt:

L:=lim [ fndz=supM(f)

n—oo X

Insbesondere ist [y f(2) dz wohldefiniert.

Folgerungen 4.4
Ist f: X — [0, 00] messbar, so ist [ f(x) dz = sup M(f).

Beweis
Sei [y fndx € M(f)Vn € N. Dann ist

L:sup{/ fndx|n€N}§SuPM(f)
X

Sei nun g einfach und 0 < g < f. Sei weiter

m
9= Z Ysla
j=1

die Normalform von g.
Sei a > 1 und B, := {af, > g}. Dann ist

B, € B(X) und (B, € Bp41, sowie 15,9 < af,.
Seiz e X.

Fall 1: Ist f(z) =0, so ist wegen 0 < g < f auch g(z) = 0. Somit ist € B,, fiir jedes n € N.

Fall 2: Ist f(x) > 0, so ist
1
L) < 1)

(Dies ist klar fiir g(z) = 0 und falls gilt: g(z) > 0, so ist 1g(z) < g(z) < f(z) )

Da f, zulassig fiir f ist, gilt: f,(x) = f(x) (n — o0), weshalb ein n(x) € N existiert mit:
1
—g(x) < f(x)fir jedes n > n(x)
«

Es folgt x € B,, fir jedes n > n(x).
Fazit: X = J B,,.

Aj = Aj NX = Aj N <UBn> = U(AJ ﬂBn) und Aj NB, C Aj N Bp41
Aus 1.7 folgt A(A;) = ILm A(A; N By,). Das liefert:

[ ode =Y u\45) =3y Jim A(4; 0 B)
X j=1 j=1

m
. 41 .
= nlggo g lyj)\(Aj NB,) = HILIEO/ﬂBngdx
J= X

< lim | af,dx=al

~ n—oo
X
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4. Konstruktion des Lebesgueintegrals

g war einfach und 0 < g < f beliebig, sodass

a—1

sup M(f) <al = supM(f) <L -

Satz 4.5
Seien f,g: X — [0, 00] messbar und «a, 5 > 0.

(1) Jx(af +Bg)(x) dz = o [y f(z) dz + B [ g(z) dz
(2) Ist f < gauf X, sogilt [ f(z) dz < [y g(x) dz

(3) [y f@) dz=0 < A({f>0}) =0

Beweis
(1) (fn) und (gy) seien zuléssig fiir f bzw. g. Weiter sei (hy,) := a(f,)+5(gn). Dann ist wegen
3.7 und a, 8 > 0, dass (hy,) zuléssig fiir af + B¢ ist. Dann:

[ (ar 4 8g)da =t [ (a(f)+ (o) do
X X

Zalim [ (f)dz+8 lim /(gn)dx
X n—oo X

n—o0

:oz/deaH—ﬁ/ngx

(2) Wegen f < g auf X ist M(f) € M(g) und somit auch sup M (f) < sup M(g). Aus 4.4
folgt nun die Behauptung.

(3) Setze A:={f >0} ={x € X : f(x) > 0}.

“=“ Sei [y fdz =0und A, := {f > 1} Dann ist 4 = (JA, und f > 11,,. Damit
folgt:

n

(2) 1 1
0:/ fdz > / —14, de = —\(Ap)
X xn

Es ist also A(4y) = 0 und damit gilt weiter

AA) = A4 € S MA) =0
Also ist auch A(A) = 0.

“ =% Sei \N(A) =0, (fn) zuléssig fiir f und ¢, := max{f,(x) : z € X}. Dann ist f, < ¢ 14
und es gilt:

2 Vor.
OS/ fondr < / cnlade =cpA(A) =0
X X

Es ist also fX fndx =0 fiir jedes n € N und somit auch fX fdx =0 ™
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4. Konstruktion des Lebesgueintegrals

Satz 4.6 (Satz von Beppo Levi (Version I))
Sei (fy) eine Folge messbarer Funktionen f, : X — [0, 00] und es gelte f,, < fp4+1 auf X fir
jedes n € N.

(1) Fiir alle x € X existiert lim, oo frn(2).
(2) Die Funktion f: X — [0, co] definiert durch:
f(z) = lim_fu()
ist messbar.

) anh_{réofn ) dz = [y f(x) dz = hm fon

Beweis
(1) Fir alle x € X ist (fn(z)) wachsend, also konvergent in [0, +o00].

(2) folgt aus 3.5.

(3) Sei (u(")> - zuléssig fiir f, und v; = max{ W) @Y )} Aus 3.7 folgt, dass v;
JE

J Uy oty ety
einfach ist und aus der Konstruktion lésst sich nachrechnen, dass gilt:

0<vj<wvjygundv; < f, < fund f, = sup u§n) < supv; (auf X)
JEN JjEN

Damit ist (v;) zuléssig fiir f und es gilt:

de:c:.lim vjdr < hm/fjdx</fdx

j—00 j—00

Satz 4.7 (Satz von Beppo Levi (Version II))
Sei (fy) eine Folge messbarer Funktionen f, : X — [0, oc].

(1

)
(2) s: X — [0,00] ist messbar.
(3)

(3 fx = o1 fiT dw:Ziil fx fi(z) dz

Fiir alle z € X existiert s(z) :== 3772, fj(z).

Beweis
Setze

n
SnIZZEE:]}
=1

Dann erfiillt (s;,) die Voraussetzungen von 4.6. Aus 4.6 und 4.5(1) folgt die Behauptung. n
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4. Konstruktion des Lebesgueintegrals

Satz 4.8
Sei f: X — [0,00] messbar und es sei ) # Y € B(X) (also Y C X und Y € B,). Dann
sind die Funktionen fiy : Y — [0,00] und 1y - f : X — [0, oo] messbar und es gilt:

[ @ o= [ gy ar= [ (1) a

Beweis

Fall 1: Die Behauptung ist klar, falls f einfach ist. (Ubung!)

Fall 2: Sei (fy,) zuldssig fiir f und g, := fyy, hn = Ly fn Dann ist (g,) zuléssig fiir fy und
(hy) ist zuldssig fiir 1y f,,. Insbesondere sind f,,)y und 1y f,, nach 3.5 messbar. Weiter gilt:

/flydxn—mo/gndwFa_lll/ hy, da n—>oo/ ]lyfdilf
Y Y X |
Definition

Sei f : X — R messbar. f heiRt (Lebesgue-)integrierbar (iiber X), genau dann wenn [ f4(z) do <
oo und [y f-(z) dz < oo.

In diesem Fall helﬂt.
/f dw—/f+ dw—/f

das (Lebesgue-)Integral von f (iiber X).

Beachte:
Ist f: X — [0,00] messbar, so ist f genau dann integrierbar, wenn gilt:

/Xf(a:) dz < 00

Beispiel {1 2EXNQ

Sei X € By, f(x) := =1 . X,QeB, = XNQe®B — ist
1, f(x) 0 reX\Q xno- X,Q 1 Q 1 f

messbar.
OS/ f(z) dx:/ Ixngdz=XXNQ) <AQ) =0

Das heifit: f € £(X), [y f dz = 0. Ist speziell X = [a,b] (a < b), so gilt: f € £'([a,d]),
aber f & R([a,b]).

Satz 4.9 (Charakterisierung der Integrierbarkeit)
Sei f: X — R messbar. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist integrierbar.

(2) Es existieren integrierbare Funktionen w,v : X — [0, 4o00] mit u(z) = v(z) = oo fir
kein x € X und f = u — v auf X.

(3) Es existiert eine integrierbare Funktion g : X — [0, +o0] mit |f| < g auf X.

(4) |f] ist integrierbar.
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4. Konstruktion des Lebesgueintegrals

Zusatz:
(1) e4(X) ={f: X = R | f ist messbar und [, |f| dz < oo} (folgt aus (1)-(4)).
(2) Sind w,v wie in (2), so gilt: [ f dz = [y udz— [ v dz.

Beweis (des Satzes)
(1) = (2) u:=fr,v:=f_.

= g ‘= u+ v, dann 1st u,v > 0, g > 0, g dr = u dr + vdr < 00. = g 18
2) = (3 dann ist w,0 >0, ¢ >0, [ygdr 2 [Lude+ [yvd ist
integrierbar und: |f| = |u —v| < |u| + |v| = u+v = g auf X.

(3) = (4) 45 = [ |fldz < [y g de <oo = [ ist integrierbar.

(4) = Q) fo, f-<|flauf X. = 0< [y f+ do < [y |f] dz < o0 el f ist integrierbar. n

Beweis (des Zusatzes)

1) v

(2) Esist f=u—v=fy—f. = u+f_=fr+o.

= /Xudx—i-/Xf_dx@/x(u—i-f_)dx—/X(er—l—v)dx@/Xerdx—l—/dea;

:>/Xud:n—/de:r::/Xf+de‘—/Xfdeéf'/dew. .

Folgerungen 4.10
Sei f : X — R integrierbar und N := {|f| = +oo} = {z € X : |f(z)| = +oo}. Dann ist
N € B(X) und A(NV) = 0.

Beweis
34 = N e B(X). nly <|f] fir alle n € N. Dann:

4.5 4.9
n-)\(N)—/nﬂNde/]f]dx<oofiirallen€N
X X

Also: 0 <nA(N) < [¢|fldz VneN = A(N)=0 =

Satz 4.11
f,g: X — R seien integrierbar und es sei a € R.

(1) af ist integrierbar und [ (af) dz = a [y f dx.

(2) Ist f +g: X — R auf X definiert, so ist f + g integrierbar und es gilt:

/X(f—i-g)dx:/xfdaz+/xgdx

(Fir f = 400 und g = —oo ist f + g beispielsweise nicht definiert.)

(3) £1(X) ist ein reeller Vektorraum und die Abbildung f + [y f dx ist linear auf £!(X).
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4. Konstruktion des Lebesgueintegrals

4) max{f, g} und min{f, g} sind integrierbar.
5) Ist f < gauf X,soist [, fdx< [ygdz

(4)
(5)
(6) |[x f dz| < [y |f| dz. (Dreiecksungleichung fiir Integrale)

(7) Sei @ # Y € B(X). Dann sind die Funktionen fjy : ¥ = Rund 1y - f : X = R

integrierbar und

/Y f(x) da = /Y fiy (@) do = /X Iy - )() do

(8) Sei A(X) < co und h : X — R sei messbar und beschriinkt. Dann: h € £!(X) und
[[x b da| < [hlloA(X)  (mit [|h]lo == sup{|h(z)| : z € X})

Beweis
(1) folgt aus aof )+ = afy, falls @« > 0 und af)+ = —afy, falls a < 0.

(2) Esgilt f+g9=f++9+—(f-+9-) =u—v. Dann:
—_—— ——

=u =v

/udx:/f+—|—g+d:1:4i5/f+dx+/g+dx<oo
X X X X

Genauso: fX vdz < 00
Mit Satz 4.9 folgt: f + g ist integrierbar. Weiter:

/X(f+g)dx4:9/xudx/xvdm
:/Xf+dx+/Xg+dm—</Xf_d:1:+/xg_dx>
_/dex—i—/xgd:r

(3) folgt aus (1) und (2).
(4) Mit Satz 3.5 folgt: max{f, g} ist messbar. Es gilt:

0 < [max{f, g} < |f| + ]

Mit 4.9 und Aussage (2) folgt | f| + |g| ist integrierbar. Dann folgt mit Satz 4.9: max{f, g}
ist integrierbar.
Analog zeigt man: min{f, g} ist integrierbar.

(5) Nach Voraussetzung ist f < g auf X. Dann gilt: fi < g4 auf X und f_ > g auf X. Es

folgt:
45
/fd:r—/ fodx — fodx < / g+dx—/ g_d:):—/ gdx
X X X X X X

(6) Esist £f < |f|. Mit Aussage (1) und (5) folgt: £ [ fdz = [ (£f)dz < [ |f|dz.
Esist [y fdoz = |[y fdz| oder — [ fdz = |[ fdz|
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4. Konstruktion des Lebesgueintegrals

(7) Mit Bemerkung (2) vor 3.1 und Satz 3.6.(2) folgt: fjy und 1y - f sind messbar. Es gilt:
(fiy)+ = (fe)y und (Iy - f)x = 1 - fr. Weiterhin gilt 0 < Ty fo < fi. Mit 4.9 folgt
dann, daf 1y f1 integrierbar ist. Dann:

/X(ﬂYf)dﬂﬁ:/X]lﬁdx—/X]lyfdx
:/)/(er)de—[/(f_)de

~
<oo <oo

Es folgt: fy ist integrierbar und [y fiydz = [y, (f1)yde — [, (f-)yde = [ (1y f)dz.
(8) Esist |h| < ||h|loo - Lx. Dann folgt:
t/\hﬁxfi/ IhfloeLxda = [AflaoA(X) < o0
X X

Damit: |h| ist integrierbar und mit 4.9 auch h. Da h beschrinkt ist, folgt: h € £}(X).

Schliellich:
’ / hdz
X

< / Ihdz < [[h]]soA(X)
X

Satz 4.12 -
(1) Sind @ # A, B € B(X) disjunkt, X = AU B und ist f : X — R integrierbar ({iber
X), so ist f integrierbar iiber A und integrierbar iiber B und es gilt:

Af@:éf@+éfm

(2) Ist ) # K C R? kompakt und f : K — R stetig, so ist f € £1(K).

Beweis
(1) Aus 4.11(7) folgt: f ist integrierbar iiber A und integrierbar iiber B. Es ist

/Xf(x)da?Z/X(]lAuB'f)(x)dx:/((1A+]13)f)(9?>d95

X

B 4.11(2) 4.11(7)
—/X(]lAf—l—]le)(x)da: = /X]lAfdx—l-/X]ledx = /Afdx—l—/dex

(2) K ist kompakt, also gilt: A\(K) < oo. Aus 3.2(1) folgt, dass f messbar ist. Analysis II
(,stetige Funktionen auf kompakten Mengen nehmen Minimum und Maximum an*) liefert:
f ist beschriinkt. Insgesamt folgt mit 4.11(8) schlieRlich: f € £}(K). n

Satz 4.13
Seien a,b € R, a < b, X := [a,b] und f € C(X). Dann ist f € £1(X) und es gilt:

LAJ@MMzRéU@MM
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Beweis

: (n) ._ ‘b—a () ._ [;(n) ()| ( _
Sein €N, ¢; .-a—l—jT(]—O,...,n)unde = [tj_l,tj ](j—l,...,n).

n " h— b
Sy = Z f (tg )> - ? ist Riemannsche Zwischensumme fiir R- / f(x)dx
j= —— a

(i)

Aus Analysis I folgt S,, — R- ff f(x)dx (n — o0). Definiere f, := Z?’Zl f (tgm) 1. Dann
J

ist f,, einfach und
/X falw)de =" f <t§”>) A (I}”)) =S,
j=1

f ist auf X gleichmiRig stetig also konvergiert f, auf X gleichmifkig gegen f (Ubung!), also
gilt:

[fn = flloo = sup{|fu(x) — f(2)] : 2 € X} =0 (n = o0)
Aus 4.12(2) folgt f € £4(X)

4.11
L—/f(z)dx—sn - L—X/(f—fn)dx 2 !f Fa)dz S (F = Falloo A(X) — 0

X =b—a

Daraus folgt S,, — L- fX fdz [

Satz 4.14
Seia € R, X :=[a,00) und f € C(X). Dann gilt:

(1) f ist messbar.

(2) f € £}(X) genau dann wenn das uneigentliche Riemann-Integral [° f(z) dz absolut
konvergent ist. In diesem Fall gilt:

_/Xf(x) da::R—/aoof(l“) dz

Entsprechendes gilt fiir die anderen Typen uneigentlicher Riemann-Integrale.

Beweis
Eine Halfte des Beweises folgt in Kapitel 6. ™
Beispiel
1) Sei X = (0,1], f(z) = -=. Aus Analysis I wissen wir, dass R- 'L g2 (absolut) konver-
VT 0 Va

gent ist. Also ist f € £1(X).
Auferdem wissen wir aus Analysis I, dass R- fol 1 divergent ist. Also ist f? ¢ £1(X).

(2) Sei X =[0,00), f(z) = Sinr(x). Aus Analysis I wissen wir, dass R- [[° f(x) dz konvergent,
aber nicht absolut konvergent ist. Also ist f ¢ £1(X).
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In diesem Paragraphen sei stets () # X € B,;. Wir schreiben wieder A statt \g.
Definition
Sei N € B,. N heift eine (Borel-)Nullmenge, genau dann wenn A(NN) = 0 ist.

Beispiel
(1) Ist N C R? hochstens abzihlbar, so ist N € By und A(N) = 0.

(2) Seije{l,...,d} und H; := {(xl, o, xg) ERY: Tj= 0}. Aus Beispiel (5) nach 2.7 folgt,
dass H; eine Nullmenge ist.

Lemma 5.1
Seien M, N, N1, No,... € B,.

(1) Ist M € N und N Nullmenge, dann ist M Nullmenge.
(2) Sind alle N; Nullmengen, so ist auch | JN; eine Nullmenge.

(3) N ist genau dann eine Nullmenge, wenn fiir alle € > 0 offene Intervalle Iy, I, ... C R?
existieren mit N C |JI; und 3 72, A(f;) <e.

Beweis
(1) 0<AM)<AN)=0

(2) 0 < AUN;) < Y AN) =0

(3) Folgt aus 2.10. =

Bemerkung:
(1) Q ist ,klein“: Q ist ,nur* abzdhlbar.
(2) Qist ,grof: Q =R
(3) Q ist ,klein“: A(Q) =0

Definition
(1) Sei (F) eine Eigenschaft fiir Elemente in X.
(E) gilt fiir fast alle (ffa) x € X, genau dann wenn (F) fast tiberall (fii) (auf X) gilt,
genau dann wenn eine Nullmenge N C X existiert, sodass (F) fir alle x € X \ N gilt.

(2) Jy f(x) dz =0
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Satz 5.2
Seien f : X — R messbare Funktionen.

(1) Ist f integrierbar, so ist f fast tiberall endlich.
(2) Ist f >0 auf X, so ist [y f(x) dz =0 genau dann wenn fast iiberall f = 0.

(3) Ist f integrierbar und N C X eine Nullmenge, so gilt:

/Nf(x) dz =0

Beweis
(1) ist gerade 4.10.

(2) ist gerade 4.5(3)

(3) Setze g :=1nf. Aus 4.11 folgt, dass g integrierbar ist, also ist nach 4.9 auch |g| integrier-
bar. Fir x € X \ N gilt:

g(x) = lg(x)| =0
D.h. |g| = 0 fast iiberall. Aus (2) folgt damit [y |g|dz = 0. Dann ist mit 4.11:

'/ gdz §/|g|dm:0
X X

und somit [ gdx = 0. [

Satz 5.3 B
f,9: X — R seien messbar.

(1) Ist f integrierbar und gilt fast iiberall f = g, so ist g integrierbar und es gilt:

/dex:/ngx

(2) Ist f integrierbar und g := L{f|<oo0} - [ 0 ist g integrierbar und es gilt:

/dex:/ngx

(3) Sind f und g beide > 0 auf X, und ist fast iiberall f = g, so ist

/dex:/xgdx
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Beweis
(1) Nach Voraussetzung existiert eine Nullmenge N C X, sodass gilt:

Vee X\ N: f(z) =g(x)
Aus 5.2(3) folgt dann [ fdx = 0. Sei z € X \ N Dann gilt:
(Inlgl) (x) = In(z) - |g(x)| =0

D.h.: Fast iiberall ist 1x|g| = 0. Aus 5.2(2) folgt [y|g|dz = [y 1n - |g|d2z = 0. Dann gilt:
st = [ (1nlgl+ Lol o
X X

:/ 1N’9’d$+/ Lx\nlg| dz
X X

—/ Lx\nlgldz
X

4.9
§/|f\dm< 00
X

4.9 liefert nun, dass |g| und damit auch g integrierbar ist. Weiter gilt:

/gda:4é2/ gda:—i—/ gda;:/ gdz
X N X\N X\N
- fdx5'ﬂ3)/fda;+/ fdz
X\N N X\N

2 [ fan
X

(2) Setze N := {|f| = co}. Aus 5.2(1) folgt, dass N eine Nullmenge ist. Sei x € X \ N, so ist
z € {|f| < oo} und g(z) = f(x). D.h. fast tiberall ist f = g. (Klar: g ist mb). Dann folgt
die Behauptung aus (1).

(3) Fall 1: [ fdz < oo

Dann ist f integrierbar, damit ist nach (1) auch g integrierbar und es gilt:

/fdx:/gdx
X X
Fall 2: [, fdz = occ.

Annahme: fngx < 00. Dann gilt nach Fall 1: fX fdr <oo.” n
Definition
(fn) sei eine Folge von Funktionen f,, : X — R.

(1) (fn) konvergiert fast tiberall (auf X) genau dann, wenn eine Nullmenge N C X existiert,
sodass fiir alle z € X \ N (f,(z)) in R konvergiert.

(2) Sei f : X — R. (f,) konvergiert fast iiberall (auf X) gegen f genau dann, wenn eine
Nullmenge N C X existiert mit: f,(x) — f(z)Vz € X \ N
In diesem Fall schreiben wir: f, — f fast iiberall.
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5. Nullmengen

Satz 5.4

Sei (fy,) eine Folge messbarer Funktionen f,, : X — R und (f,,) konvergiere fast iiberall (auf
X). Dann:

(1) Es existiert f : X — R messbar mit f, — f fast iiberall.

(2) Ist g : X — R eine Funktion mit f,, — g fast iiberall, so gilt f = g fast iiberall.

Bemerkung: Ist g wie in (2), so muss g nicht messbar sein (ein Beispiel gibt es in der Ubung).

Beweis
(1) Es existiert eine Nullmenge N1 C X : (f,(z)) konvergiert in R fiir alle z € X \ Ny.

o 0 T € N1
J(@) = {limn_mo falz) ze X\ N

gn = Lx\n * fn, gn ist messbar und g,(z) — f(x) fiir alle z € X. Mit 3.5 folgt: f ist
messbar.

(2) Es existiert eine Nullmenge Ny C X : f,(x) — g(z)Vz € X \ Na. N = N; U Na. Aus 5.1
folgt: N ist eine Nullmenge.

Firz e X\ N: f(x) = g(x). [ |

Satz 5.5 (Satz von Beppo Levi (Version III))

Sei (fn) eine Folge messbarer Funktionen f, : X — [0,4o00] und fiir jedes n € N gelte:
fn < fog1 fast iiberall. Dann existiert eine messbare Funktion f : X — [0, +oc] mit:
fn — f fast iiberall und

n—oo

/ fdz = lim fndx

Beweis
Zu jedem n € N existiert eine Nullmenge N, : fp(z) < fop1(x)Ve € X \ N,. N == 72| Ny;
Mit 5.1 folgt: N ist eine Nullmenge.

Dann: f,(z) < fpr1(x)Ve € X\ NVn € N.
fn =1x\n " fn fn ist messbar, fn < an auf X fiir alle n € N.

F(@) == limy_yo0 fr(z) (x € X); 3.5 liefert: f ist messbar. Weiter: f,, — f.

/ fde 0 lim fndx PO Yim [ fade
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§ 6 Der Konvergenzsatz von Lebesgue

Stets in diesem Paragraphen: () # X € B,

Lemma 6.1 (Lemma von Fatou)
(fn) sei eine Folge messbarer Funktionen f,, : X — [0, 400].

(1) Es gilt:
/X(liminf fn)(x)dx < hmmf/ fu(z

n—o0 n—oo

(2) Ist f: X — [0,4+00] messbar und gilt f,, — f fast tiberall, so ist

fdz < lim inf/ frndx
X

X n—oo

(3) Ist f wie in (2) und ist (fy fndz) beschriinkt, so ist f integrierbar.

Beweis

1) g; := inf,>; fn. Aus 3.5 folgt: g; ist messbar, klar: g; < g;41 auf X; sup,engi =
J 27 J J J+ JEN I
liminf,, o fn

Weiter: g; < fn (n > j)

Dann:

/ liminf f,dx = / sup g;dx
X "o X jeN

:/ lim g;(x)dz
X]—)OO

L lim g;dx

]%OO X

= sup / g;dx
jEN X
——

< sup{lnf/ fndw}
jeN n>j

zliminf/ frndz

~

n—o0

(2) Es existiert eine Nullmenge N C X: fy(z) — f(z)Vor € X \ N. Dann: f = 1 x\y - f fast
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6. Der Konvergenzsatz von Lebesgue

[orae™ 0 [ e e
X X

:/ ( lim ]lX\an)
X

_>
1)
< liminf/ Ix\nfndz

n—oo

iberall.

hm inf / fndx

n—oo
(3) folgt aus (2). Nach Voraussetzung gilt

0< fdx < hmmf/ fndx < 00

X n—oo

Satz 6.2 (Konvergenzsatz von Lebesgue (Majorisierte Konvergenz))

(fn) sei eine Folge messbarer Funktionen f,, : X — R, (f,) konvergiere fast iiberall und es
sei g : X — [0, +00] integrierbar. Fiir jedes n € N gelte | f,,| < g fast iiberall. Dann sind alle
fn integrierbar und es existiert ein f € £1(X) mit:

(1) fn — f fast iiberall
2) [y fade — [ fdz
3) Jx |fa— fldz =0

Beispiel
Sei X =R, f, := n]l(o 1) Dann:

1 1
/fndx:n'/\1<(0,>>: -—=1Vn e N
X n n

Es gilt f, — f := 0 punktweise und [y fdz =0 # 1 = [, fudz. 6.2 ist ohne Majorante im
allgemeinen falsch.

Beweis
(1) Aus 5.4 folgt: Es existiert f: X — R messbar mit f,, — f fast iiberall. Es existiert eine
Nullmenge Ny C X : fo(x) — f(z)Vz € X \ No

(2) Fir alle n € N existiert eine Nullmenge N, C X : |fp ()| < g(z)Vz € X \ N,,.
Setze N :=J;2, Nn. Mit 5.1 folgt: NV ist eine Nullmenge.
Wir haben: |f,(z)] < g(z)Vz € X \ NVn € Nund |f(z)| < g(z)Vz € X \ N.

(3) fa = 1x\n[fn fast iiberall und f= IIX\Nf fast iiberall.

Es gilt [Ly\n/fn| < g und [Lx\nf| < g. Mit 4.9 folgt: Lx\ y f,, und Ly f sind integrier-
bar.

Mit 5.3.(1) folgt: f,, und f sind integrierbar.
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6. Der Konvergenzsatz von Lebesgue

(4) N := N U{|f] = 00} U{g = oo0}. Mit 4.10 und 5.1 folgt: N ist eine Nullmenge.
Setze f := ]IX\Nf. Dann: f ist messbar; es ist |f| < |f|. Mit 4.9 folgt: f ist integrierbar.
Esist f(X) CR. Also: f € £1(X).
Seiz e X\ N: f(z) = f(x) = limy 00 fn(z). D.h. f,, = f fast iiberall.
(5) Definiere gn :=[f| + Ly 59 — Lx\ ylfn — fI- Es ist fast iiberall
lyyg=9 L\l fn = f1=1fn— [l
Nach 5.3(1) ist g integrierbar und g, — |f| + ¢ fast tiberall. Es gilt:
o= FI< Ul + 11 < g+ [ aufX \ N
D.h. es ist g > 0 auf X.

(6) Es gilt:

6.1(2)
/(|f|+g) de < hmlnf/ gn dx

— 00

= lim inf (/~ 9n da:—i—/ _On dx)
N X\N

— liminf 4
1m in /X\Ng T
zliminf/ (fl+g=1fn—fl) dz
X\N
:/ ~(|f]+g)das—limsup/ = fld

X\N X\N
5'2:(3)/ Ifl+g dx—limsup/ |fn— fl dz
< X

Daraus folgt:
limsup/ |fn—fldx <0

Also gilt auch:

\/fnda?—/fdx\ ]/ dx</|fn fldz —0 .
Beispiel

Sei X :=[1,00) und fn(a:) = L sm( ) fiir alle z € X,n € N mit f,(z) = f(z) =0 fiir jedes
x € X. Dann ist | f,,(z)] < fur jedes x € X und n € N. Definiere nun

Aus Analysis I ist bekannt, dass fl x) dx (absolut) konvergent ist und aus 4.14 folgt

g € £1(X) sowie / g(x) dz = R- /100 g(x) dz

X
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Weiter folgen aus 6.2:

/fnd$—>0und/|fn\da:—>0(n—>oo)
X X

Folgerung 6.3 (aus 6.2)

(1)

(2)

Sei f: X — R messbar und (A,) sei eine Folge in B(X) mit A, C A, fiir jedes n € N
und X = J A,,. Weiter sei

fn =14, - f integrierbar fiir alle n € N

( / | f] d:l:) sei beschrinkt.
An

Dann ist f integrierbar und es gilt:

/ fdx—>/fda; fiir n — oo
An X

und

Sei a € R, X := [a,00] und f : X — R sei stetig. Weiter sei R—faoo f dx absolut konver-
gent. Dann ist f € £!(X) und wie in 4.14:

L—/dex:R—/aoofdx

Beweis

(1)

Sei x € X. Es exisitert ein m € N, fiir das © € A,, ist und somit auch x € A, fiir jedes
n > m. Nach der Definition von f, gilt dann f,(z) = f(z) fiir jedes n > m und somit
fn — f auf X. Damit gilt auch

|ful = |f] auf X

Durch die Konstruktion der f, ergibt sich:

[l = Ma, I = Da, || < L, [f] = |

; Vor.
/|f|dx”é)nm/|fn|dx:nm/ fldz " s
X X An

Es folgt, dass |f| integrierbar ist und somit ist nach 4.9 auch f integrierbar. Da |f,| < |f]
auf X fiir jedes n € N gilt, ist f eine integrierbare Majorante und es folgt mit 6.2:

/deleim/xfndaszlim/A fdz

Setze Ay, := [a,n] (n € N) und es gelte 0.B.d.A.: @ < 1. Dann gilt:

/Ifld e /mdme/ /] de

D.h. (fAn|f| d:p) ist beschrankt. Definiere f,, := 14, f mit 4.13 folgt daraus, dass f,, inte-
grierbar ist. Weiter folgt aus (1) f € £1(X) (denn es ist f(X) C R) und

L_/deg;—nm/Anfdx@hm <R—/anfdx) —R—/aoofdx. _
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6. Der Konvergenzsatz von Lebesgue

Bemerkung: 6.3(2) gilt entsprechend fiir die anderen Typen uneigentlicher Riemann-Integrale.

Folgerung 6.4
(1) (fn) sei eine Folge integrierbarer Funktionen f,: X — R, g: X — [0, +00] sei ebenfalls
integrierbar und
gn=fi+ ot ...+ fu(neEN)

Weiter sei N eine Nullmenge in X so, dass (g,(x)) fiir jedes 2 € X \ N in R konvergiert

und
lgn(z)| < g(x) fir jedesn € Nund x € X \ N

Setzt man
0, falls z € N

ﬂ@:;gmw:{ﬁﬁ%umﬁmxeXNN’

so gilt, dass f integrierbar ist und
g fi(x) | dx = g (/ fi(z dac)
/ : j(2) : j(z)

(2) Sei f € £(X) und (A,) cine disjunkte Folge in B(X) mit X = |JA4,. Dann gilt
o
fdr = / fdz
Jore=2],
Beweis

(1) Fast iiberall gelten g, — f und fur jedes n € N auch |g,| < g. Aus 6.2 folgt

A iﬁ@ maAMx

X
:hm/X ;fj dx
=hm§/xfj(fﬂ)dw
Sy

(2) Setze fj:=1a,f, g:=Ifl, gn = f1+ ...+ fu. Dann ist
9] = [Layu.va,  fIZ|fl=9
Es gilt: g, — f auf X. Aus (1) folgt

/dex:g/xfjdx:g/f‘jfdw
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§ 7 Parameterintegrale

In diesem Paragraphen sei stets ) # X € By.

Satz 7.1
Sei U € By, tg € U und es sei f: U x X — R eine Funktion mit:

(1) Fir jedes t € U ist x — f(t,z) messbar.

(2) Es existiert eine Nullmenge N C X so, dass t — f(¢,x) fiir jedes x € X \ N stetig in
to ist.

(3) Es existiert eine integrierbare Funktion g: X — [0,00] und zu jedem ¢ € U existiert
eine Nullmenge Ny C X so, dass fiir jedes t € U und jedes x € X \ IV gilt:

[f(t,2)] < g(x)
Dann ist « — f(t,x) fiir jedes t € U integrierbar. Ist F': U — R definiert durch

F(t) :—/Xf(t,x)dx,

so ist ' stetig in £g.

Also:
lim /Xf(t,a:) dx = lim F(t) = F(ty) = /Xf(tg,a;) dx = /X lim f(t,x)dx

t—to t—to t—to

Beweis
Aus (1) und (3) folgt, dass = +— f(t,) fiir jedes t € U integrierbar ist (zur Ubung). Sei (t,)
eine Folge in U mit ¢,, — to und

gn(z) == f(tn,z) (mne N,z € X)

Setze
N:=NuU (U Ntn>
n=1

Aus 5.1 folgt, dass N eine Nullmenge ist. Voraussetzung (2) liefert g,(z) — f(to,z) fiir jedes
x € X \ N, also gilt
gn(x) = f(to,x) fast iiberall auf X
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Voraussetzung (3) liefert |g,(z)| = |f(tn, )| < g(z) fiir jedes n € Nund € X \ N. Aus 6.2
folgt

ﬂm:Lﬂ%@M:L%M%%Aﬂm@M:ﬂm

Bezeichnung
Sei I C R ein Intervall, a := inf I und b := sup I, wobei a = —oo oder b = 400 zugelassen sind.
Weiter sei f: I — R integrierbar (oder f ist messbar und > 0) und

b
/f(x) dx = / fiap () dx
a (a,b)

Dann ist

/(wa)dx:= f(@)da
I (a,b)

Ist z.B. I = [a,b), dann gilt, da {a} eine Nullmenge ist:

/jw: fde+ | fde= [ fdo
I {a}

(a,b) (a,b)
Folgerung 7.2
Sei I C R ein Intervall, ¢ = inf I und f: I — R sei integrierbar. Definiert man F': I — R durch

F(0):= [ 1) da,
so ist F' € C(I).

Beweis
Fiir z,t € I definiere h(t,x) := 14 f(x). Dann ist F(t) = [; h(t,z) dz und

Ih(t,2)| = Lgayy - [f ()] < | f(@)] fiir alle t,z € T

Aus 4.9 folgt, dass | f| integrierbar ist. Sei tg € I und N := {tp}, also eine Nullmenge. Dann ist
t > h(t,x) fiir jedes x € I \ N stetig in tg (zur Ubung). Die Behauptung folgt aus 7.1. n

Satz 7.3
Sei U C R* offen, f: U x X — R eine Funktion. Es sei g: X — [0, +0o0] integrierbar und
N C X sei eine Nullmenge. Weiter gelte:

(1) fiir jedes t € U sei x — f(t, x) integrierbar.

(2) fiir jedes x € X \ N sei t — f(t,z) partiell differenzierbar auf U.

< g(z) fir jedes z € X \ N, jedes t € U und jedes j € {1,...,k}
Ist dann F': U — R definiert durch
F(t) := / f(t,x)dz

X

so ist F' auf U partiell differenzierbar und fiir jedes t € U sowie jedes j € {1,...,k} gilt:

or . [ of
a—tj(t)— 0 (t,z)dx
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0
Also: aitj Jx f(t,x)de = [ %(t,a:) dr.
Beweis
Sei 0.B.d.A. k=1, also U C R. Sei ty € U und (h,,) eine Folge mit h,, — 0 und h,, # 0 fiir alle
n € N. Setze .
3 ) B t )
gn(a) = LU0 Z) fto:2) e x,nen
Aus Voraussetzung (2) folgt fiir jedes © € X \ N:
of

gn(x) — E@O’x) (n — 00)

Nach dem Mittelwertsatz aus Analysis 1 existiert fiir jedes z € X \ N und jedes n € N ein
Sp = Sp(x) zwischen tg und to + h,, mit:

< g(x)

n(@)| = | 2 (50, )

/gnd:c—>/ 8—f(t0,x)dx

Es ist nach Konstruktion gerade [ x gndr = %W. ™

Aus 6.2 folgt
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§ 8 Vorbereitungen auf das, was kommen
mag

In diesem Paragraphen seien k,l,d € N und k + 1 = d. R? = RF x R!. Fiir Punkte z € R?
schreiben wir z = (z,y), wobei x € R* und y € R,

Definition
(1) p1: R — R sei definiert durch py(z,y) := =

(2) pa: R? — R! sei definiert durch po(z,7) ==y
(3) Fiir y € R sei j,: RF — R? definiert durch j,(z) := (z,9)
(

4) Fiir z € R” sei j%: R! — R? definiert durch j%(y) := (z,y)

Lemma 8.1
D1,D2, Jy, und j* sind messbar.

Beweis
D1,D2,Jy und j* sind stetig, also nach 3.2 messbar. ™

Definition
Sei C' C RY.
Sei y € R!, dann heikt O, := {z € R¥ : (z,y) € C} = (j,)"*(C) der y-Schnitt von C.
Sei x € R¥, dann heift C* := {y € R': (z,y) € C} = (5%)~1(C) der x-Schnitt von C.

Lemma 8.2
Sei C' € B4. Dann ist Cy € By, und C* € By.

Beweis
folgt aus 8.1. ™

Beachte: Sei A € R* und B € R, sowie C := A x B C R%. Dann:

_J0.fallsy ¢ B oo — 0, falls z ¢ A
Y7 ) A fallsy € B " |Bfallsz e A
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Lemma 8.3
Sei A € B, und B € 9B;. Dann ist C := A x B € B.

Beweis
Es ist
C = (AxR)N (R x B) = p7(4) N p7'(B)

Nach 8.1 sind p;*(A), p; }(B) € B, und somit ist auch p; '(A) Npy ' (B) € By
Definition
Sei f: R4 — R.
Fiir y € R:

fy(@) = flz,y) (z € RY)
Fiir z € R*:

fy) = fz,y) (yeR)
Esist fy = foj, und f* = f o j*.

Lemma 8.4
Ist f: R — R messbar, so sind fy und f* messbar.

Beweis
folgt aus 8.1 und 8.3.

Definition und Satz 8.5 (ohne Beweis)
Sei C' € By. Die Funktionen pc und ¢¢ seien unter Beachtung von 8.2 definiert durch:

pc(@) = N(C) (z €RF) veo(@) = A(Cy) (y €R)

Dann sind ¢¢ und ¢ messbar.

Bemerkung: Fiir C' € B, gilt:
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89 Das Prinzip von Cavalieri

Die Bezeichnungen seien wie im Paragraphen 8.

Satz 9.1 (Prinzip von Cavalieri)
Sei C € B4. Dann:

)\d(C):/Rk )\Z(C"”)dm:/ Me(Cy) dy

R!

Das heifét:
/ Lo(z,y) d(:c,y)=/ </ ]lc(x,y)dy> dm:/ (/ ﬂc(rc,y)d:c> dy
R4 Rk R! R! Rk

Beispiel

(1) Sei k=1=1, also d =2. Sei r > 0 und
C:={(z,y) e R?: 22 +¢* < r?}

Da C abgeschlossen ist, gilt C € B,.

Ist |y| >, so ist Cy = 0, also A(Cy) = 0.

Sei also |y| < r. Sei z € R so, dass (x,y) € C. Dann ist 22 +? = r2, also x = ++/r2 — 32
Das heifit, es ist

Cy = [—\/7‘2 — 2, +/r2 —yﬂ und A\ (Cy) = 24/r? —y?

Aus 9.1 folgt:

M(C) = /R M(Cy) dy

(2) Sei ) # X C RY. X sei kompakt, also X € By. Weiter sei f: X — [0,00) stetig, woraus
mit 4.11 f € £1(X) folgt. Setze

C:={(z,y):xeX,0<y < f(x)}
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C ist kompakt und somit gilt: C € Bgyq.
Ist x ¢ X, so ist C* = (), also \{(C®) = 0.
Ist z € X, soist C* = [0, f(x)], also A1 (C*) = f(x). Damit gilt

)\dH(C)SQ/Rd)\l(CI)dx:/ Al(m)dH/ M (CT) dx:/Xf(a:)dx

X RA\ X

(3) Sei I =[a,b] CR mit a <bund f: I — [0, 00] stetig. Setze
Ci={(z,y) ER*:z € [,0<y < f()}
Aus Beispiel (2) und 4.13 folgt

b
X (C) = R—/ f(z)dx

(4) X und f seien wie in Beispiel (2). Setze

G = {(z, f(x)) : v € X}
G ist kompakt, also ist G € By. Ist x ¢ X, so ist G = (), also A\;(G*) = 0. Ist z € X, so
ist G* = {f(x)}, also A\1(G*) = 0. Aus 9.1 folgt

Mo(G) = /RAl(Gg”)dm ~0

Beweis (Prinzip von Cavalieri)
Wir definieren i, v : B4 — [0, 0o] durch:

u(d) = [ a4 de v(A) = [ A(Ay) dy
RF R!

Dann ist klar, dass p(0) = v(0) = A\g(0) = 0 ist.
Sei (4;) eine disjunkte Folge in B,4. Dann ist (A7) ebenfalls disjunkt und (U A4;)* = U Af.
Somit gilt:

(U = [ w4 ao
:/RkZAl(Af) da
= Z/Rk N(A?) da
=D nul4y)

D.h. p ist ein Maf auf B;. Analog lasst sich zeigen, dass v ein Maf auf B ist.
Sei nun I € Zy, dann existieren I’ € 7, I” € Z; mit I = I’ x I". Aus §8 folgt:

o I mer
o ,x gl
Also ist \(I*) = N(I") - 1 () und damit:

w(D) = [ N(I") 1) de
Rk

=N(I") - M (I) = Mg ()

D.h. auf Z; stimmen p und Ay tiberein. Analog gilt v = Ay auf Z;. Da Z; die Vorraussetzungen
des Satzes 2.6 erfiillt, gilt u = Ay = v auf By,. ™
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Folgerung 9.2
(1) Sei N € ®B4. Dann gilt:

M(N)=0 < N(N®) =0 fi. auf RF
“— M(N,) =0 fii. auf R

(2) Sei M C R¥ (M C R!) eine Nullmenge, dann ist M x R (R* x M) eine Nullmenge.

Beweis

(1) Nach 9.1 gilt:
Aa(N) = / N(NT) da
RF
Nach 5.2(2) folgt die Behauptung. Analog lisst sich die zweite Aquivalenz zeigen.

(2) Es gilt:
Vy eR: (M xR, =M

Damit folgt die Behauptung aus (1).

Lemma 9.3 -
Sei ) # D € B, und f: D — R messbar. Definiere

~ f(z) ,z€eD
=41
0 ,2¢ D
Dann ist f : R — R messbar.
Beweis .
Seia €R, B, :={ne€R?| f(2) <a}.
Fall a < 0:
3.4
B,={z€D| f(z) <a} € By
Fall a > 0:

B,={ze€D| f(z) <a}U{z e R\ D} € By
Also folgt aus 3.4 die Messbarkeit von f.

Beispiel
(1) Seir >0 und
K= {(z,y) e R*| 22 + ¢ <%}

Dann ist K offen, also K € B, und es gilt:
OK =K\ K = {(z,y) e R? | 22 + 9* = r?} € By

Damit enthélt die Menge (0K), fiir alle z € R hochstens zwei Elemente, d.h.

2a(08) = [ M(OF),) dy =0
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Mit K = (0K)UK folgt dann
Ao (K) = X (0K) + Xo(K) = \o(K) = mr?
Sei nun A € By mit K C A C K, dann ist \g(A) = 772,
(2) Seir > 0und
K :={(z,y,2) e R® | 22 +9? + 22 <%}

Dann ist K abgeschlossen, also K € B3.
Fall |z| > r: Es ist K, = 0, also \o(K,) = 0.
Fall |z| > r: Es ist
K, ={(z,y) e R? | 2® + 9 < r? — 2%}

und damit \o(K,) = 7(r? — 22).
Aus 9.1 folgt dann:

(3) A2(©)=0

(4) Wir wollen nun Rotationskorper betrachten. Sei dazu I = [a,b] C R mit a < b und
f: 1 —[0,00) messbar. Definiere nun

Vi={(z,y,2,) € R’ [2? +¢* < f(2)% 2 € I}

Setze D := R? x I und g(z,y,2) := 22 + y> — f(2)?. Dann ist g nach §3 messbar und
V ={g <0} € B
Fall z ¢ I: Es so ist V, = 0, also A2(V) = 0.
Fall z € I: Es ist
V. ={(z,y) e R* [ 2 +y* < f(2)*}
und damit \o(V) = 7f(2)%
Aus 9.1 folgt dann:

A3(V) = /R)\z(Vz) dz

:ﬂ/abf(z)2 dz

(5) Sei h >0, I =10,h] und f(z) = 2. Definiere den Kegel
il

Vi={(2,y,2) eR® | 2? +9* < %

2%}
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9. Das Prinzip von Cavalieri

Dann ist
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§ 10 Der Satz von Fubini

Die Bezeichnungen seien wie in den Paragraphen 8 und 9.

Satz 10.1 (Satz von Tonelli)

Es sei f: R? — [0, 4+00] messbar. (Aus §8 folgt dann, dass f@, f, messbar sind, wobei klar
ist, dass f*, f, > 0 sind.)

Fiir z € R*:

)= [ feaydy= [ Fdy

Fiir y € R:
Glo) = [ fayde = [ fa)da

Dann sind F, G messbar und

Rdf(z:)alz*:/Rk F(z)dx = N G(y) dy

[senden= [ ([ ieoa)a=[ ([ fepa)a o

(iterierte Integrale)

also

Beweis

Fall 1: Sei C € 5, und f = 1¢. Die Behauptungen folgen dann aus 9.1.

Fall 2: Sei f > 0 und einfach. Die Behauptungen folgen aus Fall 1, 3.6 und 4.5.

Fall 3 - Der allgemeine Fall:

Sei (f,) zuléssig fiir f, also: 0 < f,, < fny1, fn cinfach und f, — f auf R Fiir z € R¥ und
n € N gilt:

F(x) == /Rl [z, y) dy

und nach Fall 2 ist F,, messbar.
Aus 0 < f, < fopr folgt 0 < F, < F, 41 und 4.6 liefert F,, — F auf R*. Dann gilt

4.6

f(z)dz = lim/ fn(2)dz Fali2 lim/ Fo.(z)dx = / F(z)dx
Rd Rd RF Rk
Genauso zeigt man

/ (f(2)dz = | Gl)dy
Rd

R! |
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10. Der Satz von Fubini

Satz 10.2 (Satz von Fubini (Version I))
Es sei f: R — R integrierbar. Dann existieren Nullmengen M C R¥ und N C R mit

f%: R' — R ist integrierbar fiir jedes 2 € R¥ \ M
fy: R* — R ist integrierbar fiir jedes y € R! \ N

Setze

Flz) = Joi F2) dy = [ f(@,y)dy  falls o € RF\ M
" ]o falls z € M

und

Gly) = ka fy(x)de = ka f(z,y)dr |, fallsy € RN\ N
" ]o fallsy e N

Dann sind F' und G integrierbar und es gelten folgende zwei Gleichungen

Rdf(z)dz:/Rk F(z)dx = N G(y)dy

Es gilt also wieder (x) aus 10.1.

Beweis

Wir zeigen nur die Aussagen iiber f%, F und die erste der obigen beiden Gleichungen. Genauso
zeigt man die Aussagen iiber f,, G und die zweite Gleichung.

Aus 8.1 folgt, dass f* messbar ist. Definiere

o) = [ 177Wldy = [ [f@)ldy fir o e R

Nach 10.1 ist & messbar und

/Rk Q>(:c)dx:/Rk </le(1‘>y)|dy> dr L' /Rd’f(z)|dz< ~

(denn mit f ist nach 4.9 auch |f| integrierbar). Somit ist ® integrierbar. Setze M := {® = oo}
was nach 4.10 eine Nullmenge ist. Also gilt:

1F%(y)| dy = ®(x) < oo fiir jedes z € R¥\ M
R!
Das heifit, | 7| ist fiir jedes x € R¥ \ M integrierbar und es gilt nach 4.9 auch
£ ist integrierbar fiir jedes 2 € R¥ \ M
Aus 9.2 folgt, dass M x R! eine Nullmenge ist. Setze

o o Jf(z) fallsz e R\ (M xR
' 0 ,falls z € M x R
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10. Der Satz von Fubini

Aus 9.3 folgt, dass f messbar ist. Klar ist, dass fast iiberall f = f gilt. Es ist
fr= (11(Mle)C 'f)

Das heift f* ist integrierbar fiir jedes 2 € R¥. Dann gilt

0% [ Famt= [ i [ F e
= F* (2)

=F—(z)

Nach 10.1 sind F* und F~ messbar. Die Dreiecksungleichung liefert nun

o< [ V@l [ |f)ldy = o) fiv o e R

Also ist |F| < ® und & ist integrierbar. Aus 4.9 folgt, dass F' und |F| integrierbar sind und
dann sind auch F* und F~ integrierbar (zur Ubung). Es folgt

/Rk F(z)dx = /Rk F*(z)dx — N F~(z)dz

/R </ F(ey dy) dw‘/ﬂg,ﬁ( le(%y)dy)dx

Satz 10.3 (Satz von Fubini (Version II))
Sei®#X €By, 0 #Y € B;und D := X xY (nach §8 ist D € By). Essei f: D - R
messbar. Ist f > 0 auf D oder ist f integrierbar, so gilt

/fxy (2.) /(/fxydy>dx_/y(/)(f(x,y)dx>dy

Beweis
Definiere f wie in 9.3 und wende 10.1 beziehungsweise 10.2 an. n

Bemerkung: 10.1, 10.2 und 10.3 gelten natiirlich auch fiir mehr als zwei iterierte Integrale.

“Gebrauchsanweisung fiir Fubini:
Gegeben: 0 # D C B, und messbares f: D — R. Setze f auf R? zu einer messbaren Funktion
f fort (zum Beispiel wie in 9.3). Aus 3.8 folgt dann, dass 1p f messbar ist und 10.1 liefert

[ toflaz= [ (/Rl\nDﬂdy) o= | < ernDﬂda:) dy
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10. Der Satz von Fubini

Ist eines der drei obigen Integrale endlich, so ist |1p f | integrierbar und damit ist nach 4.9 auch
1pf integrierbar.
Dann ist f integrierbar und es folgt

/Df(z)dz:/Rd (10]) (2) a2
([ (10F) waay) i
:/Rl (/R (107) <:c,y>d:c> dy
Beispiel

(1) Sei D = [al,bl] X [ag,bﬂ X oo X [ad,bd] mit a; < b; (’L =1,... ,d). Es sei f: D — R stetig.
D ist kompakt, also gilt D € B,4. Nach 4.12(2) ist f € £}(D) und aus obiger Bemerkung
folgt

/Df(xl,...,xd)d(xl,...,xd):/azd ((/b< :lf(xl,...,xd)dx1> dx2>--->dxd

Die Reihenfolge der Integrationen darf beliebig vertauscht werden. Aus 4.13 folgt

bi bi
[tn=r [
a; a;
Konkretes Beispiel

Sei D := [a,b] x [¢,d] CR? f € C([a,b]) und g € C([e,d)).

[ @t = | ' (/ ’ f@)otw) da ) dy
-/ ' (s ([ bf(fc)dw>>dy
= </abf(fc)dﬂf) </cdg(y)dy>

(2) Wir rechtfertigen die “Kochrezepte aus Analysis II, Paragraph 15. Seien a,b € R mit
a < bund I := [a,b]. Weiter seien hy, hy € C(I) mit h; < hg auf I und

A= A{(z,y) eR? 1z € L h(z) <y < ho(z)}
Sei f: A — R stetig. Da hy und ho stetig sind, ist A kompakt und somit gilt A € B,. Aus
4.12(2) folgt dann f € £!(A). Definiere

flz,y) =

~ f(zyy) , falls (z,y) € A
0 , falls (z,y) ¢ A

Nach 9.3 ist f messbar. Setze

M := max{|f(z,y)| : (z,y) € A}
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10. Der Satz von Fubini

Dann gilt |f| < M -1 4. Wegen Ay(A) < oo ist M - 14 integrierbar und nach 4.9 ist /]
und damit auch f integrierbar. Dann ist

[ tedey = [ Fepdey

([ Faay)ao
-/ b ( / I:f:)fw dy> da

Damit ist 15.1 aus Analysis II bewiesen. Genauso zeigt man 15.3.

(3) Sei D :={(z,y) € R? : 2 > 1,0 < y < 1} und f(=,y) := 1 cos(zy). D ist abgeschlossen
und somit ist D € By. Aufserdem ist f stetig, also messbar.
Behauptung:

f e £4(D) und / f(z,y)d(z,y) = sin(1)
D

Beweis: Setze X := (0,00), Y :=[0,00) und @ := X x Y. Sei nun

flz,y) = %cos(:cy) fir (z,y) € Q

f ist eine Fortsetzung von f auf X x Y. f ist also messbar. Es ist

J e = [ 1011 de)
2 [ ([ wnten fleostan]ay ) da
s ( / : Lcos(ay)| dy) da
e

1
:/ —Qdac:1<oo
1 xr

Also ist | f| integrierbar und dann nach 4.9 auch f, also f € £1(D). Dann:

[t = [ ( | 1ol costay dy) iz
wie oben /IOO (/oi %COS(xy) dy) dx
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10. Der Satz von Fubini

Vorbemerkung: Sei z > 0. Fiir b > 0 gilt

b 1
/0 ‘ Y 376

und daraus folgt [;°e ™ dy =1

Beispiel
(4) Sei

Il
[N
2
_l’_
SRR
8~

Sh;x , falls x > 0
g:=
1 ,fallsx =0

g ist stetig auf [0, 00). Aus Analysis 1 ist bekannt, dass fooo g(z) dz konvergent, aber nicht
absolut konvergent ist Aus 4. 14 folgt, dass g ¢ £ ([0, 00))

Behauptung: [ g(z)dz =5

Beweis: Setze X := [O R] mlt R>0,Y :=[0,00) und D := X x Y, sowie

f(z,y) == e ®¥sinx fir (x,y) € D
Es ist D € B und f stetig, also messbar. Es ist weiter f € £!(D) (warum?) und

/fafy (z,y) m/ (/fxydy>dw
R 0o
:/ (/ e“ysinxdy> dx
0 0
R )
:/ sin (/ e_mydy> dz
0 0

Vorbergarkung /R sinx de —: IR
0 X
Dann gilt
10.3 o R
Ip = / </ f(:L‘,y)d:L‘) dy:/ (/ e_mysinmdm>dy
Yy \JXx 0 0
=:10(y)

Zweimalige partielle Integration liefert (nachrechnen!):
1 1

= — “YR(ysin R R
©o(y) T2 17 y2€ (ysin R + cos R)

dy / L _yr,
In= — — Y R+ R)d
R /0 1542 Mg e Y (ysin cos R) dy

Aus Analysis 1 ist bekannt, dass das erste Integral gegen 7 konvergiert und das zweite

Damit gilt

Integral setzen wir gleich Ip.
Es gilt

o0
~ 1
Trl < / e wlsin R] + [eos F) dy
0
o0
S/ Lﬂe—dey
o y2+1

oo
< 2/ e VR dy
0

Vorbemerkung 2
R
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10. Der Satz von Fubini
Das heift also Iz — 0 (R — oo) und damit folgt die Behauptung durch

T - T
In=2 _Ipn—>2(R= o0
rR=751Ir 2(R )
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§ 11 Der Transformationssatz
(Substitutionsregel)

Die Sétze in diesem Paragraphen geben wir ohne Beweis an. Es seien X, Y C R? nichtleer und
offen.

Definition
Sei ®: X — Y eine Abbildung. ® heift Diffeomorphismus genau dann wenn ® € (X, R%),
® ist bijektiv und ®~! € C*(Y,R%).
Es gilt
z =& 1 (®(x)) fiir jedes z € X

Kettenregel:
I= (<I>_1)/ (®(x)) - ®'(z) fiir jedes z € X

Das heilt ®'(z) ist invertierbar fiir alle x € X und somit ist det (®’(z)) # 0 fiir alle z € X.

Satz 11.1 (Transformationssatz (Version I))
®: X — Y sei ein Diffeomorphismus.

(1) f: Y — [0,400] sei messbar und fiir z € X sei g(z) := f (®(x)) - |det D' (x)|.
Dann ist g messbar und es gilt:

/Y f(y)dy = /X o(c) de = /X f (®(x)) - det & (2)]| da (+)

(2) f:Y — R sei integrierbar und g sei definiert wie in (1). Dann ist g integrierbar und
es gilt die Formel (x).

Erinnerung: Sei A C R? und A° := {z € A : es existiert ein r = r(z) > 0 mit U,(x) C A}
das Innere von A. A° ist offen!

Beispiel
Sei A=R\ Q. Esist A°=0 und A\ A° = A. Aus R = AUQ folgt

00 = A (R) = Ai(4) + M(Q) = Ai(4)

Das heifit A\ A° ist keine Nullmenge.
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11. Der Transformationssatz (Substitutionsregel)

Satz 11.2 (Transformationssatz (Version II))

BEssei ) # U C R? offen, ® € CY({U,RY), A C U, A € By, X := A° und A\ A° eine
Nullmenge. Weiter sei ® injektiv auf X, det &’ £ 0 fiir alle z € X, B := ®(A) € B4 und
g(x) = f(®(x)) - |det ®'(x)] fiir x € A. Dann gilt:

(1) Y := ®(X) ist offen und ® : X — Y ist ein Diffeomorphismus.

(2) Ist f: B — [0, 00] messbar, so ist g: A — [0, o0] messbar und

/B fly) dy = /A o(x) d = /A (@) - [det(@ (@) dz ()

(3) Ist f: B — R messbar, so gilt:

fegl(B) < ge g4
Ist f € £(B) so gilt (*x)

Folgerungen 11.3
(1) Sei T: R? — R? linear und det T # 0. Weiter sei A € B4 und v € R%. Dann ist T(A) € By
und es gilt:
A(T(A) +v) = |det T'| - Ag(A)

(2) ®: X — Y sei ein Diffeomorphismus und A € B(X). Dann ist ®(A) € B, und es gilt:

)\d(CD(A)):/A\det@’(X)\da:

(3) Sei F € CY(X,R%) und N C X eine Nullmenge. Dann ist F'(N) enthalten in einer Null-

menge.
Beispiel 0
Seien a,b > 0 und T := (8 b)’ det T = ab > 0. Definiere:

A= {(z,y) eR?:2? + 9> <1}

Dann ist A € By und A\2(A) = 7.

(u,v) € T(A) <= F(z,y) € A: (u,v) = (az, by)
= EIx,y)GA:(x:g)/\( :5)
u? 02
— *2—1-()*2_1

Aus 11.3 folgt T(A) € B und A\(T'(A)) = abr.
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11. Der Transformationssatz (Substitutionsregel)

11.4. Polarkoordinaten

Jeder Vektor im R? ldsst sich nicht nur durch seine Projektionen auf die Koordinatenachsen
(x,y), sondern auch eindeutig durch seine Lange r und den (kleinsten positiven) Winkel ¢ zur
x-Achse darstellen. Diese Darstellung (7, ¢) heifen die Polarkoordinaten des Vektors. Dabei

gilt:
r= Il = VT 2
{x = rcos(p)

y = rsin(p)

und

Definiere nun fiir (r,¢) € [0,00) x [0, 27]:
O (r, @) := (rcos(p),rsin(p))

Dann ist ® € C*(R?,R?) und es gilt:

Voo = () o)

d.h. falls » > 0 ist gilt:
det ®'(r,p) = rcosQ(go) + rsin2(g0) =r>0

Bemerkung (Faustregel fiir Polarkoordinaten): Ist ein Integral der Form [ f(x,y)d(z,y)
zu berechnen, so ldsst sich oft eine Menge A finden, sodass ®(A) = B ist. Mit 11.2 folgt dann:

/ﬂ%wﬂxw—/ﬂww%mm@¢dww
B A

Beispiel
(1) Sei 0 < p < R. Definiere

B:={(z,y) e R*: p* <a®+¢* < R*}

Dann gilt:

(2) Definiere
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11. Der Transformationssatz (Substitutionsregel)

Dann gilt:

/y\/:r2+y da:y:/rsm Yr-rd(r, )

/T?’Slngo ©)
é/ </ T?’Slngodr> dep
0 0

b

:>

= % Oﬂ siny dy
[i( cos go)];r
3(1 +1) =3
(3) Behauptung:
/OO e dr = NZs

Beweis: Fiir p > 0 sei
B, = {(z,y) €eR* | 2,y > 0,2° +y* < p’}
Weiterhin sei Q, := [0, p] x [0, ] und f(z,y) = e~(@*+v*) Dann gilt:

fy) dlz,y) = / e d(r, )

B, P

Aufserdem gilt:

Jp, fdl@y) < fo, fdl@y) < [z [fdy)
= h(p) < Jo, fdlzy) < h(V2p)
= h(p) < (fo” e ? daf)Q < h(v/2p)
= hp) < ffe* dz < h(v/2p)
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11. Der Transformationssatz (Substitutionsregel)

Mit p — oo folgt daraus

/ e~ dr = ﬁ
0 2

und damit die Behauptung.

11.5. Zylinderkoordinaten

Definiere fiir (r, ¢, z) € [0,00) x [0,27] x R:

D(r,p,z) := (rcos(p), rsin(p), 2)

Dann gilt:

cos(p) —rsin(y) 0
|det ®'(r, ¢, 2)| = |det [ sin(¢) rcos(p) O)|=7
0 0 1

Bemerkung (Faustregel fiir Zylinderkoordinaten): Ist ein Integral der Form [5 f(z,y, 2)d(z,y, 2)
zu berechnen, so ldsst sich eine Menge A finden, sodass ®(A) = B ist. Mit 11.2 folgt dann:

/ flzyy,2) d(z,y,2) = / f(rcosg,rsing, z)-r d(r, e, 2)
B A

Beispiel
Definiere
B:={(z,y,2) eR® | 2* +9* < 1,2,y > 0,2 € [0,1]}

Dann gilt:
‘éz+yvgkmﬂd@w&):[¥%+mm@ﬂwyrdM¢ﬁ)
- /A rz 1 sin(p) d(r, ¢, 2)
:/01(/0 (/Olrz+7“3’sin(<p) dr) dy) dz
(e[ [T an ([T ap- ([ a

_ Ty
8 4

Wl

11.6. Kugelkoordinaten

Definiere fiir (r, ¢, 60) € [0,00) x [0, 27] x [0, 7]:
O(r,p,0) := (rcos(p) sin(f), rsin(yp) sin(f), r cos(0))

Dann gilt (nachrechnen!):
det ®'(r, p,0) = —r*sin(h)
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11. Der Transformationssatz (Substitutionsregel)

Bemerkung (Faustregel fiir Kugelkoordinaten): Ist ein Integral der Form [, f(z,y, 2)d(z,y, 2)
zu berechnen, so lasst sich eine Menge A finden, sodass ®(A) = B ist. Mit 11.2 folgt dann:

/ flx,y,2) d(x,y, 2) = / f(r cos(p) sin(f), rsin(y) sin(f), r cos(8)) - 7 sin(#) d(r, ¢, 6)
B A

Beispiel
Definiere
B:={(z,y,2) R’ |1 < ||(z,9,2)[| < 2,2,y,2 > 0}
Dann gilt:
/ L @y = / L2 in0) d(r, 0, 0)
= / sin(6) d(r, ¢, 0)
A

_T
2

Beispiel (Zugabe von Herrn Dr. Ullmann)
Wir wollen das Kugelvolumen A3(K) mit K := {(z,y,z) € R? | ||(x,y, 2)|| < 1} berechnen.
Dann ist K = ®(A) mit A :=[0,1] x [0,27] x [0, 7]. Und es gilt:

A3(K) = /Kl d(z,y, z)
:/7“28111(0) d(r, ¢, 0)
A

:/01(/02W(/0ﬁrzsin(9) d0) dy) dr
:(/017’2 dr)-(/o% dcp)-(/oﬂsin(ﬁ) do)
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§ 12 Vorbereitungen fiir die Integralsatze

Definition
Seien a = (a1, as,as),b = (b1, by, b3) € R3. Dann heikt

axXb:= (a2b3 — agbg, a3b1 — albg, (Ile — ale)

das Kreuzprodukt von a mit b. Mit e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1) gilt formal:

er ez e3 el ar b
axb=det|a1 ay az| =det| ey as by
bi by b3 ez a3z b3

Beispiel
Sei a = (1,1,2),b = (1,1,0), dann gilt:

€1
axb=det e 1 1| =—-2e;—(-2)ea+(1—1)es=(-2,2,0)
€3 2 0

Regeln zum Kreuzprodukt:

(1) bxa=—-axb

(2) axa=0

(3) (aa) x (Bb) = af(a x b) fir a,B € R

(4) a-(axb)=b-(axb)=0

Definition

Sei ) # D CR"™, D offen und f = (f1,..., fn) € CY(D,R"). Dann heifit
divf:zgﬁJr"-ngfLEC(D,R)

die Divergenz von f.
Definition
Sei ) # D C R3, D offen und F = (P,Q, R) € C*(D,R3). Dann heift:
rot ' := (Ry — Q., P. — Ry, Q, — P,) € C(D,R?)
die Rotation von F'. Dabei gilt formal:
rot F' = (aaw’gy’;z) x (P,Q,R)
Definition

Sei v : [a,b] — R™ ein Weg. Ist v in ¢y € [a, b] differenzierbar mit ~/(¢g) # 0, so heifst 7/(¢9) € R”
Tangentialvektor von ~ in tg.
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§ 13 Der Integralsatz von Gaull im R?

In diesem Paragraphen sei (zo,10) € R? (fest), es sei R : [0,27] — [0, 00) stetig und stiickweise
stetig differenzierbar und R(0) = R(27). Weiter sei

Y(t) == (o + R(t) cost,yo + R(t)sint) (t € [0, 27])

Dann ist v ein stiickweise stetig differenzierbarer, geschlossener und rektifizierbarer Weg in R2.
Es sei
B :={(xo+rcost,yo+rsint) : t € [0,27],0 <r < R(t)}

Dann ist B kompakt, also B € By. Weiter ist 0B = ([0, 27]) =T',.
Sind B und y wie oben, so heiftt B zulissig.

Beispiel
Sei R konstant, also R(t) = R > 0, so ist B = Ur(z0, %)

Satz 13.1 (Integralsatz von Gauft im R?)
B und + seien wie oben (B also zulissig). Weiter sei D C R? offen, B C D und f = (u,v) €
C*(D,R?). Dann

(1) [pua(z,y)d(z,y) = [ u(z,y)d(y)
2) [poy(x,yd(z,y) = — [ v(z,y)d(z)

(3) [y div f(z,y)d(z,y) = [ (udy - vda)

Folgerung 13.2
Mit f(z,y) := (x,y) erhélt man aus 13.1: Sind B und v wie in 13.1, so gilt:

(1) Xo(B) = [, zdy
(2) Mo(B) = — [, ydu
(3) Mo(B) = 1 [ (wdy — ydx)

Beispiel
Definiere

B:={(z,y) e R*: 2* +y* < R*’} (R>0)
und (t) = (Rcost, Rsint), fir ¢ € [0, 27|, dann gilt:

2m 2m
X2(B) = Rcost - Rcost dt:RQ/ cos’t dt = mR?
0 0
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13. Der Integralsatz von Gaufl im R?

Beweis
Wir beweisen nur (1). ((2) beweist man analog und (3) folgt aus (1) und (2))

O.B.d.A: (zg,y0) = (0,0) und R stetig db. Also v = (y1,72), ¥(t) = (R(t) cost, R(t)sint). R
—_—— ——
=71(t) =72(t)
stetig differenzierbar. A := [ u.(z,y)d(x,y)

Zu zeigen: A = fOQW u(y(t)) - v (t)dt.

Mit Polarkoordinaten, Transformations-Satz und Fubini:

27 R(t)
A —/ (/ ug(r cost, rsint)rdr)dt
o Jo

(1) B(r,t) :== u(rcost,rsint). Nachrechnen: r8,(r,t) cost — B¢(r,t) sint = ug(r cost, rsint)r.
Also:

A= /27r / " (rBy(r,t) cost — Bi(r,t) sint)dr)dt

R(t)
<m1f@r@vme=mmwﬂzﬁ”—A B(r,t)dr = R(t)B(R(t), t) —alt) = R(t)u(y(t)) -

at)

(3) ¥ = [y B(r,t)dr. Mit dem zweiten Hauptsatz aus Analysis 1 folgt: Wy(s,t) = B(s, )
73:>\I/tst foﬂtrtdr
Dann: a(t) = V(R(t),t), also

R(t)
O/(t) = \IIS(R(t)’ t) ’ R/(t) + \Ijt(R(t)v t) 1= R/(t) 5(R(t)7 t) +/0 5t(rv t)dT
—u(¥(1))

= [ B, t)dr = o (1) — R(1) - u((1)).
(4) Aus (1),(2),(3) folgt:

(R(t) - u(y(t)) - cost — a(t) cost — o/ (t) sint + R'(t) - u(y(t)) sint)dt

e

AQ 2
= [ wtrmso~ [ (awsineyar
A ¢
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§14 Flichen im R?

Definition

Es sei ) # B C R? kompakt, D C R? offen und B C D. Weiter sei ¢ = (1, @2, 03) € C1(D,R3?)
und ¢ = @(u,v). Dann heift g eine Flidche (im R?), S := ¢(B) heikt Fldchenstiick und B
heift Parameterbereich der Fliche. Es ist

9p1 Op1

u ov

o =52 o2

Jgs  Ogs

ou ov

Sei (ug,vp) € B und

Y(t) := p(t, vo) Y (t) = pult, vo) 7' (u0) = ¢u(uo, vo)
Y(t) := p(uo, 1) ¥ (t) = pu(uo,v) 7 (vo) = v (uo, vo)

Definere damit den Normalenvektor in ¢(ug, vg):
N (ug,vo) := @u(ug, vo) X py(ug, vo)
Seien Au, Av > 0 (aber ,klein“). a := Aup,(ug, vo), b : = Avpy(ug, vo).
P:={Xa+pb: \pel0,1]}

Aus der Linearen Algebra folgt, der Inhalt* von P ist ||a x b|| = AulAv||N (ug, vo)]|-

I(p) = /B 1N s, ) (s )

heifst deshalb Flacheninhalt von ¢

Beispiel

B:=10,27] x [-5,%], D =R?

o(u,v) := (cosucosv,sinucosv,sinv). Dann: p(B) = {(z,y,2) € R3: 22+ 9% + 22 =1}

Nachrechnen: N (u,v) = cosvp(u,v). Dann: | N(u,v)|| = | cosv||e(u,v)|| = cosv ((u,v) € B).
T

Damit gilt:

Wl

I(p) = /B cos vd(u, v) — /O " /_ cos vd(v))d(u) = 4

14.1. Explizite Parameterdarstellung

Seien B und D wie in obiger Definition und f € C*(D, R). Setze

p(u,0) := (u,v, f(u,0))  ((u,v) € D)
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14. Flédchen im R?

Damit ist g eine Fléche (in expliziter Darstellung). Dann ist S = ¢(B) gleich dem Graph von
/B

Pu = (1)0) fu)a P = (0717fv)5 N(U,’U) = (_fm_fval) (Nachrechnen!)
Damit gilt:

I(p) = /B (2 + 12+ 1)¥d(u,v)

Beispiel
Sei D =R?, B := {(u,v) € R? | u® +v? < 1} und

fu,v) = u? +0?
Dann ist p(u,v) = (u,v,u? +v?), fu = 2u und f, = 2v. Also ist S = ¢(B) ein Paraboloid.

I(p) = / (4U2 + 40? + 1)%(1(%1)) 2K % <\/53 — 1) (Nachrechnen!)
B
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§ 15 Integralsatz von Stokes

In diesem Paragraphen sei ) # B C R?, B kompakt, D C R? offen, B

C D und
(1,2, p3) € C1(D,R?). Das heift: ¢ p ist eine Fliche mit Parameterbereich B, S := ¢

%2
B)
Definition

Definiere die folgenden Oberflachenintegrale:

(1) Sei f: S — R stetig. Dann:

/@ fdo = /B £, 0) [N (u, 0) [, 0)

(2) Sei F': S — R3 stetig. Dann:
/F -ndo = / F(p(u,v)) - N(u,v)d(u,v)
%) B

Beispiel
Seien D, B, f, ¢ wie im letzten Beispiel in Kapitel 14.
Sei F(x,y,z2) := (z,y, 2); bekannt: N (u,v) = (—2u, —2v,1). Dann:
F(p(u,v)) - N(u,v) = F(u,v,u* 4+ v?) - (—2u, —2v,1)
= (u,v,u? +v?) - (—2u, —2v,1)
= —(u® + %)

Also:
/F-nda = —/ (u?® +v*)d(u,v) = I
® B 2

Satz 15.1 (Integralsatz von Stokes)
Es sei B zuléssig, 0B = I'y, wobei v = (71, 72) wie zu Beginn des Paragraphen 13 ist. Es sei
¢ € C%(D,R3). Weiter sei G C R? offen, S C G und F = (Fy, Fy, F3) € CY(G,R3). Dann:

/ rot F' - ndo = F(z,y,z)-d(z,y,2)
© poy

Oberflachenint. Wegint.

Beispiel
D, B, f, F und ¢ seien wie in obigem Beispiel. Hier: v(t) = (cost,sint) (¢ € [0,2n]). Dann:
(pov)(t) = p(cost,sint) = (cost,sint,1) (t € [0,2n]).

78



15. Integralsatz von Stokes

Es ist rot F' = 0, also: fso rot F'-ndo =0

27
F(z,y,z)d(z,y, 2 / F((po7)(t) - (pon)(t)dt
oy 0

2m
/ F(cost,sint,1) - (—sint,cost,0)dt
0

2m

(cost,sint, 1) - (—sint, cost,0) dt

0 ~~
=0

0

Beweis
Sei ¢ 1= oy, o= (p1,p2,93), also p; = pjoy (j=1,2,3).

Zu zeigen:

/rotF'nda = / F(x,y,2z)d(z,y, 2)
¢ ¢

27
- /0 Flp(t) - o/ (1)t

Es ist f@ rot F - ndo = fB (rot F)(p(z,y)) - (pa(z,y) X py(z,y)) d(z,y). Fir j =1,2,3:

=:9(z,y)

i) = | Byl ) 52 (o).~ Fie(e o) 32w | (e € D)

=, (z,y) =w;(z,y)

hi = (uj,v;); F €Cl ¢ e C? damit folgt: h; € C*
Nachrechnen: g = divh; + divhg + divhs

Damit:

3
/rotF-nda:Z/ div hj(z,y)d(z,y)
B /B
3
:Z/(ujdy—vjdzn)
j=1"7

2w

=/ Fj(p(t))j(t)dt
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§16 £P-Raume und [P~-Raume

Stets in diesem Paragraphen: () # X € B,

Definition
Sei p € [1, +o0].
oo ,p=1
p=51 ,p=o
p%l ,l<p<oo

Danngilt:%+§:1undp:p’<:>p:2.

Hilfssatz ,
Seien z,y > 0, p € (1,00), dann gilt: xy < %} + %

Beweis )
Fiir ¢t >0: f(t) =L+ 2 —tr
Ubung: min{f(¢) |t >0} = f(1) =0

P |
D.h..tp§5+z7 Vt >0

» 1.1 11
Seien u,v > 0, t := ¥. Dann: :—g < %4—1%. Daraus folgt urv  » < %—i—l% = wurv? < %—FI%
/
Seien z,y > 0: u:= 2P, v :=y? . Dann: 2y < % + ypi/.
Im Falle x = 0 oder y = oo ist die Ungleichung trivialerweise richtig. ™

Erinnerung: Sei f: X — R messbar und p > 0, so ist |f|P messbar (vgl. Kapitel 3).
Es gilt: [f|P € £4(X) & [ |f|Pdz < o0
Definition
(1) Seipe[l,00). L7(X) ={f: X = R| f ist messbar und [y [f[Pdz < oo}.
.. l
Fiir f € £2(X): | fll, = (fx |fIPdz)
(2) £2°(X)={f: X — R f ist messbar und f ist f.i. beschrénkt}

Fir f € £°(X): || flloo := ess supgex || f(z)|| = inf{c > 0 | INullmenge N, C X : |f(z)| <
cVr € X\ N}

Bemerkung: Es sei f € £°(X) und stetig. Aukerdem habe jede in X offene, nichtleere Teil-
menge positives Mafs. Dann ist f auf X beschrankt und sup,cx|f(z)| = ess sup,cx|f(z)|.

Beweis
Ubung (ist N C X eine Nullmenge, so ist N° = und X \ N = X) n
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16. £P-Raume und LP-Rédume

Beispiel
Sei d =1, X = [1,00), p> 1 (p < 00), @, > 0, f(z) = &, gla) =

(1)

b [ee]
f e e(X) %/ L
1

TP
konvergiert genau dann, wenn ap > 1 < a > %
(2)
o0
1 4.14 1
foge (X)) & /1 fa%dx

konvergiert genau dann, wenn o + 3 > 1

Satz 16.1

Sei p € [1,00] und p’ wie zu Anfang dieses Kapitels, also % + ]% =1.

(1) Sei f € £P(X) und g € £/ (X). Dann ist fg € £(X) und es gilt die H5ldersche
Ungleichung:
1fgll < 1fllp - gl

Ist p =2( = p' = 2), so heilt obige Ungleichung auch Cauchy-Schwarzsche

Ungleichung.
(2) £P(X) ist ein reeller Vektorraum und fiir f,g € £P(X) gilt die Minkowskische
Ungleichung:
1+ gllo < 1 fllp + llgllp
Beweis

(1) Unterscheide die folgenden Félle:
Fall 1: p=1 (also p’ = 0) oder p = oo (also p’ = 1). Etwa p =1, p/ = 0.
Sei ¢ > 0 und N, € X Nullmenge mit: [g(z)| < cVae € X \ Ne. g:=1x\n, - g

Dann: g = g fast iiberall und |g| < ¢ auf X. Weiter: fg = fg fast iiberall, bzw.
|fgl = |fg| fast iiberall.

Dann:

/legldxz/xlféldx=/xlf|\!<@dxS/}(If!dx:c‘||f||1<oo

Also: fg € £4(X) und || fgl1 < ¢||f|1. Ubergang zum Infimum iiber alle ¢ > 0 liefert:
1£glly < llglloo - 17112

Fall 2: Sei 1 < p < o0. Ist || f]|, = 0 oder ||g||,y = 0, so ist f = 0 fast iiberall oder g = 0
fast tiberall. Daraus folgt: | fg| = 0 fast iiberall. Mit 5.2 folgt: [ |fg|dz = 0. Daraus
folgen die Behauptungen.
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16. £P-Raume und LP-Rédume

Sei |1}, > 0 und [lgll > 0.

Aus obigem Hilfssatz:

@] lo@] _ LF@P 1 g
7o ol =7 17 "7 gl

p _ p
‘pr/lfl +p’ lg Hp/’g

P’
< 00

re X

Integration liefert:

d
[ ||g||p / F@g(@)ldr <

13
1
1,1
p
=1<
Daraus folgt: fg € £'(X) und

/gl

I < s gl < N1 f] - llg]
11 - gl ro

(2) Klar: Ist f € £P(X) und o € R, so ist af € £P(X)
Fall 1: p = 1: Mit 4.11 folgt: £1(X) ist ein reeller Vektorraum.

Seien f,g € £(X). Dann: |f + g| < |f| + |g| auf X. Damit:

J1r+gle< [ 1o+ [ lglda

Fall 2: p = oo: Seien f, g € £°(X). Seien ¢1, co > 0 und Nj, No € X Nullmengen und
|f(z)] < Ve € X\ Ny, |g(z)| < oV € X \ Na.

N = N1 U Ny ist eine Nullmenge. Dann: |f(x)+g(z)| < |f(z)|+ |g9(x)| < 1+ caVx €
X \ N. Es folgt: f+ g€ £°(X) und ||f + glloc < 1+ c2.

Ubergang zum Infimum iiber alle solche c1, bzw. ¢z, liefert: || f4+glloo < |1f]loo 119/l co-

Fall 3: Seil <p<oound f, g € £P(X). Esist |f+g[P < (|f]+|9))? < (2max{|f], |g|})? <
27 (| f|P + |g|P) auf X. Mit 4.9 folgt: |f + g|P € £1(X) = f+ g€ £°(X)

p’— b= |f +gP~L, dann: By —(]f—i—g\p 1) =|f +g|P € £4(X). Dann ist
he o )AlbO.hESp( ), f€£7(X) (un d%ﬂ%: 1)

Mit der Halderschen Ungleichung folgt: If - Al < 1 lIklly = [y hlfldz <

1l (S 2 dx) . Dann:

=

/ FIIf + gt da < | fllp (/ (If + gl 1)" dﬂ?)
X

=1/l (If + gl2)
— 1 1lf + gl
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16. £P-Raume und LP-Rédume

1
Genauso: [y [g|lf + g[P~ e < |lgllp|lf + gllf"

Dann:
Hf+g\|£=/ f +gPde
X
—/ |f +gllf +gP~tda
X
- / I+ gPda+ / gllf + 9P de
X X

< (fllp + llgllp) I1F + gll5™ u

Teilen durch ||f + g|[5~" liefert die Minkowski-Ungleichung.

Satz 16.2
Sei A\g(X) < 00, p,g > 1 und p < g < oco. Dann ist £9(X) C £°(X) und es gilt:

m»-A

Vf € LX) < || fllp < Aa(X)P 3]l f]lq

Beweis

Sei f € £9(X).

Fall p = ¢: Klar.

Fall g = co: Leichte Ubung!
Fall p < ¢ < o0

Selr:—q > 1, dannlst%:

g.—]lx,dannlstgeﬂ’"( ), da A

— L Aus [fPm = |f]7 € £HX) folgt |f|P € £7(X). Definiere
a(X) < 00. Wegen 16.1 gilt dann:

g-1fP e el (X) = [fPeel(X) = feL(X)
Aus der Holderschen Ungleichung folgt:

1115 = 1lg - 117l
< llgll - H!f\pHr

(/g de)? /|f|f”"dxi
= A\g(X i’ / | f|4 dx%
= \a(X) || FIE

Also gilt:
1_1
[fllp < Xa(X)7 ([ fllq o
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16. £P-Raume und LP-Rédume

Beispiel
(1) Sei X :=(0,1], 1 <p < g < oo (also é < %) und f(z) := 2% (o > 0). Dann gilt nach 4.14
und Analysis I:

fel(X) < / —— da konvergiert

ap <1
1
a < —
p
Sei é <a< 1%, dann ist f € £P(X) und f ¢ £9(X). D.h. £P(X) € £9(X) und aus 16.2
folgt £4(X) C £P(X).

! II

(2) Sei X :=[1,00), p=1, ¢ € (1,00) und f(z) := 1. D
f&LP(X) und f € £9(X). D.h. also £9(X) Z £P(X).
Definiere g(z) := 119y (2 —z) q. Ubung: g € £°(X) und g ¢ £9(X). D.h. also £°(X) ¢
L£9(X).

ann gilt nach 4.14 und Analysis I:

Satz 16.3 (Satz von Lebesgue (£P-Version))
Sei 1 < p < oo, f: X — R sei messbar, g : X — [0, 00] integrierbar und (f,,) eine Folge in
£P(X) mit den Eigenschaften:

(1) fn— f fi. auf X
(2) Vn e N:|fy|P < g fii. auf X.

Dann ist f € £°(X) und es gilt
TL—)OO
1fn = fllp "=

Beweis
Aus (i) und (ii) folgt: |f|P < g f.ii. Im Paragraphen 5 haben wir gesehen, dass dann gilt:

/|f|pdx§/gdx<oo
X X

(denn g ist nach Voraussetzung integrierbar). Daraus folgt: f € £°(X).

Setze gy, := |fn — fIP. Aus (i): g, — 0 .. Es sind f,, f € £P(X) (ersteres nach Voraussetzung,
zweiteres haben wir gerade gezeigt), und weil £°(X) ein reeller Vektorraum ist (16.1(2)), folgt:

Jo— f € £P(X)
Also g, € £1(X). Es ist

1 1\P 1\P .
0< g0 < (ful + 11 < (97 +97) = (207) =279 L
Mit 6.2 folgt schliefslich:

/gndx—>0.
X

——
=lfn—£l7 [ |
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16. £P-Raume und LP-Rédume

Aus 16.1 folgt: £P(X) ist ein reeller Vektorraum (VR), wobei fiir f, g € £P(X) gilt:

leefllp = laf - [Ifll, (o € R)

1+ glly < [[fllp +[lgllo
Aber || - ||, ist keine Norm auf £°(X)! Denn aus | f||, = 0 folgt nur f =0 f.i.
Definition
Essei N :={f: X — R | f ist messbar und f = 0 f.ii.}, dann ist A/ ein Untervektorraum von
£P(X). Definiere
LM(X) = &(X) /N ={f = f+ N | f € £(X)}

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass LP(X) durch die Skalarmultiplikation

a-f=af
und die Addition A -
f+a=f+yg

zu einem Vektorraum tiber R wird.

Setze fiir f € L'(X):
/ f(x) dz ::/ f(z) dz
X X

dabei ist diese Definition unabhingig von der Wahl des Repriisentanten f € £!(X) von f,
denn: ist auch noch g € £1(X) und § = f, soist f —g € N, also f — g = 0 f.ii. und damit:
fo da::fXg dzx.

Fiir f € LP(X) definiere R
1 llp = 11/l

wobei diese Definition unabhéngig ist von der Wahl des Représentanten f € £P(X) von f .
Fiir f,§ € L?(X) setze
(79) = [ f@)gla) da

(auch diese Definition ist Repriisentanten-unabhiingig) (Beachte: f - g € £1(X) )
Dann gilt:

(1) LP(X) ist unter || - ||, ein normierter Raum (NR).

(2) Fiir f,§ € L*(X) gilt:

R 16.1 R
I(f\Q)IZ\/Xf(x)g(a?) dz| S/leg\ dz = [|fglli < [[fl2llgllz = [ fll21lg]l2

(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Nachrechnen: (f|§) definiert ein Skalarprodukt auf L2(X). Es gilt:

szémﬁm=wﬁ

Also: || fll2 = v/ (fIf)
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16. £P-Raume und LP-Rédume

Definition

Sei (B, || - ||) ein normierter Raum. Gilt mit einem Skalarprodukt (-|-) auf B:

[o]l = V(v[v) VveB (%)

so heift B ein Prahilbertraum. Ist B ein Banachraum mit (x), so heifst B ein Hilbertraum.

Vereinbarung: ab jetzt sei stets in diesem Paragraphen 1 < p < oo.

Bemerkung: Seien f, f, € £P(X)

A~

(1) fu = fllp = I fn — fll, = 0 genau dann, wenn (f,,) eine konvergente Folge im normierten
Raum LP(X) mit dem Grenzwert f ist.

(2) (fy) ist eine Cauchyfolge (CF) in LP(X) genau dann, wenn fiir jedes & > 0 ein ng € N
exitiert mit:

1= Fnllp = llfa = finllp <& ¥n,m >ng (%)

(3) Wie in Analysis IT zeigt man: gilt || fn — fll, = Ilfn — fll, = 0, so ist (f,) eine Cauchyfolge
in LP(X).

Satz 16.4 (Satz von Riesz-Fischer)
(fn) sei eine Cauchyfolge in LP(X), das heifst es gilt (x) aus obiger Bemerkung (2). Dann
existiert ein f € £7(X) und eine Teilfolge (f,,) von (f,) mit:

(1) fn; — [ fast iiberall auf X.

@) fa=fllp =0 (n— o).

Das heifit LP(X) ist ein Banachraum (L?(X) ist ein Hilbertraum).

Bemerkung: Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in 16.4. Im Allgmeinen wird nicht
gelten, dass fast iiberall f,, — f ist.

Beispiel

Sei X = [0,1] und (1) sei die folgende Folge von Intervallen:

1 1 1 11 13 3
Il_ [071]312_ |:072:| 713_ |:271:| aI4_ |:074:| 315_ |:472:| 716_ |:274:| aI7_ |:471:| yo e

Es sei f, := 1r,, sodass [y fudr = [, 1dx = A\i(I,) — 0. Also fn € LY(X) und || f, —0]|; — 0.
Ist x € X, so gilt: z € I, fiir unendlich viele n € N. Daraus folgt, dass eine Teilfolge I,,; mit
x € I, fiir jedes j € N existiert. Somit ist f,, () = 1 fiir jedes j € N und deshalb gilt fast
iberall f,, - 0.

Beweis (von 16.4)

Setze €; = 2% (j € N). Zu € existiert ein ny € Nmit || f; — fn, ||, < &1 fiir alle [ > ny. Zu e
existiert ein ng € N mit ng > no und || f; — fn,|lp < &2 fiir alle I > ny. Etc.

Wir erhalten eine Teilfolge (f,,) mit

() fi = fo,llp < g5 fiir alle I > n; mit j € N
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16. £P-Raume und LP-Rédume

Setze gj = fn, .1 — fn; (7 € N). Klar: g; € £P(X). Fiir N € N:

N g
swi= [ | Sla@r
x \i=

Dann:

al al () & 1

Sn =D lgsl|| <D lgilly <D g5 = 227 <1

j=1 , = j=1 j=1

Setze

g(@) = lgj(@)] fiir v € X
j=1

Es ist g > 0 und messbar. Weiter gilt:

p
b : al 62 »

Somit ist gP ist integrierbar. Aus 5.2 folgt, dass eine Nullmenge N; C X existiert mit 0 <
gP(z) < oo fiir alle x € X \ N;. Es ist dann auch 0 < g(z) < oo fiir alle z € X \ N; und somit
folgt nach Konstruktion von g, dass Z;’;l gj dx konvergiert absolut in jedem z € X \ Ni. Aus
Analysis I folgt, dass damit Z;’;l gjdz in jedem z € X \ N; konvergiert.

Firm e N:

m—1

m—1
95 = fam — frs = fam =D 9i + fu
j=1 j=1

Deshalb ist (f,,,) konvergent (in R) fiir alle z € X \ Nj.

L hmm—)oofnm(x) 7x€X\N1
f@y_{o ,xeN;

Aus §3 ist bekannt, dass f messbar ist. Klar: f,,,, — f fast iiberall und f(X) C R. Es ist

m—1

| frml = 1frr| + Zgj < |frul + gl

j=1
Wie im Beweis von Satz 16.1 folgern wir
[l <22 ([P +97) =2 §
fny € £P(X), ¢gP ist integrierbar. Aus 16.3 folgt, dass f € £P(X) und
[ frim = fllp =0 (m — 00)
Sei nun & > 0. Wihle m € M so, dass 5 < £ und ||f — fo,. ||, < §. Fiir I > ny, gilt:

1 €

(+)
15 = Fllp = 1= Fam + Fom = Flp i = Fallp + U = Flly < 5+ 5 <

Das heifst
1fi = fllp = 0 (I = o0) "

87



16. £P-Raume und LP-Rédume

Satz 16.5
Sei auch noch 1 < ¢ < co. (fy) sei eine Folge in £P(X) N £9(X). Es sei

feLP(X)und g € £9(X)
Weiter gelte:
[fn = fllp = 0 und |[fn = gllg = 0 (n — o0)

Dann ist fast iiberall f = g.

Beweis
1. Aus Bemerkung (3) vor 16.4 folgt, dass (fn) ist eine Cachyfolge in LP(X). Wegen 16.4
existiert dann ein ¢ € £P(X) und eine Teilfolge (fy,;) mit: f,, — ¢ fast {iberall und

[fn = #llp =0

If—=@llp=1f = faot fo—olp <IIf = fallp + 1 fo—¢llp =0 (n— o0)

Somit ist || f — ¢, = 0 und deshalb fast iiberall f = ¢. Also gilt fast iiberall f,, — f.
Das heifst, dass es eine Nullmenge N7 C X gibt, fiir die gilt:

Jn,; () — f(x) fiir alle z € X \ Nq
2. Setze gj := fn,;, dann gilt ||g; — gl = 0 (j — 00). Wie im ersten Schritt zeigt man, dass
eine Nullmenge Ny C X und eine Teilmenge (gj, ) existiert mit, fiir die gilt:
gj. () = g(x) fir alle zx € X \ Ny

Wir wissen, dass N := Nj U Ny eine Nullmenge ist. Sei nun z € X \ N. Dann folgt aus dem
ersten Schritt f, (z) — f(z) und daraus

——

Aus dem Zweiten Schritt folgt dann, dass f,; (z) — g(z) und somit f(z) = g(z). n

Bemerkung: Seien f,, f € £°(X) und es gelte || f, — fll, = 0 (n — o0). Der Beweis von 16.5
zeigt, dass eine Teilfolge (f,,;) von (fy) existiert mit f,. — f fast iiberall.

Bemerkung: Konvergenz im Sinne der Norm || - ||, und punktweise Konvergenz fast iiberall
haben im Allgemeinen nichts miteinander zu tun!

Beispiel
Sei (fn) wie im Beispiel vor 16.4. Also || f, — 0[[, — 0, aber f,, - 0 fast iiberall.

Beispiel
Sei X =[0,1] und f,, sei wie im Bild. f,, ist stetig, also messbar.

/fndx—lfiiralleneN
b'e
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16. £P-Raume und LP-Rédume
Somit ist f, € £H(X).

0,z € (0,1]
Julz) = {1,30:0

Damit gilt fast iberall f,, — 0, aber || f, = 0|1 =10 (n — c0)

Definition
Seien (E, || - ||1), (F, | - ||]2) normierte Rdume.

(1) Sei (xy,) eine Folge in F und s, := 21 + 22 + -+ + 2, (n € N). Dann heift (s,) eine
unendliche Reihe und wird mit -
D @
n=1

bezeichnet. Y 7 | x,, heikt konvergent genau dann, wenn (s,,) konvergiert. In diesem Fall
ist
oo
Z:pn = lim s,
n—oo
n=1

(2) ®: E — F sei eine Abbildung. ® heifst stetig in xgp € E genau dann, wenn fiir jede
konvergente Folge (x,,) in E mit x,, — x gilt:

O(xy) — P(x0)
® heifit auf F stetig genau dann, wenn @ ist in jedem x € F stetig.

(3) Fiir (z,y) € E x E setze

I o)l = /Nl + Nyl
Dann ist |- || eine Norm auf E x E (nachrechnen!). Weiter gilt, dass E x E genau dann ein
Banachraum ist, wenn E einer ist. Fiir eine Folge ((zy,y,)) in E x E und (z,y) € Ex E

gilt

(ﬂfn,yn)u(x,y) = 2, D any, y

Bemerkung: Ist (z,,) eine konvergente Folge in E, so ist (x,) beschrénkt (d.h. 3¢ > 0 : ||z, |1 <
cvn € N).

(Beweis wie in Ana I)

Vereinbarung: Fir den Rest dieser Vorlesung schreiben wir (meist) f statt f und identifizieren
£P(X) mit LP(X). Ebenso schreiben wir [ f dz statt [, f dz und (f|g) statt (f]g).

Beispiel 16.6
(1) Die Abbildung ® : LP(X) — R, definiert durch

O(f) = 1£llp

ist stetig auf LP(X). D.h. fiir fo, f € LP(X) mit fu "9 £ gilt | fully — If]l,, also

J g ae s [ 1y o
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16. £P-Raume und LP-Rédume

Beweis
Aus Analysis 1T §17 folgt:

‘”anp_ ||f||p| < ||fn_f||p niooo u
Die Abbildung @ : L'(X) — R definiert durch
o(f)i= [ fds
X

ist stetig auf L'(X). D.h. aus f,, f € L}(X) und f, Hil f folgt

/andx—>/xfdx

Beweis
Es gilt:

[ fwdo— [ fasl=1 [ fi-fao

g[;h—ﬂdx

:an_fHI nifoo [ |

Die Abbildung ® : L?(X) x L?(X) — R definiert durch

®(f,9) == (flg)
R ) ) . ) e I e
ist stetig auf L*(X) x L*(X). D.h. fur f,, gn, f,g € L*(X) mit f, fund g, g gilt

(fnlgn) e (flg)

Beweis
Es gilt:
|(falgn) = (Fl9)l = |(fulgn) — (fulg) + (fulg) — (fl9)
= ’(fn’.gn - g) + (fn — f’g)‘
< [(falgn — @)+ [(fn — fl9)]
<\ fall2 - llgn = gllz + [1fn = Fll2- llgll2 "= 0 "
Satz 16.7

Sei f = fy — f- € LP(X) und (g,) und (hy,) seien zuldssige Folgen fiir f, bzw. f_ (d.h.
9ns hn einfach, 0 < g, < gni1,9n = [+, 0 < hpy < hpg1, hyy — f—). Setze fr := gn — hay.
Dann sind f,, gn, hyn € LP(X) und es gilt:

lgn = fellp =0 [1n = f-llp = O [fn = fllp =0
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16. £P-Raume und LP-Rédume

Beweis
Es geniigt den Fall f > 0 zu betrachten (also f = fi, f- = 0). Sei also (f,,) zuléssig fir f.
Definiere ¢ := |f, — f|P. Es ist klar, dass punktweise gilt ¢, — 0. Auferdem gilt:

0 < n < ([fal +171)
= [fa+ 1P < (21)°
= 2pfp = g

Dann ist g € L}(X) integrierbar.
Aus 4.9 folgt:

pelNX) = f.— feLP(X)
— fn:(fn_f)+fELp(X)

Aus 6.2 folgt:
/ ondz 50 = [[fo— fIE 0
X

Definition
(1) Sei f: X — R. Dann heiftt

supp(f) := {x € X | f(z) # 0}
der Trager von f

(2) Ce(X,R) :={f € C(X,R) [supp(f) € X und supp(f) kompakt}

Satz 16.8
(1) Ce(X,R) C LP(X)

(2) Ist X offen, so liegt C.(X,R) dicht in LP(X), d.h. ist f € LP(X) und € > 0, so
existiert g € Co(X,R) mit ||f — g|l, < e.

Beweis
(1) Sei f € C.(C,R) und K := supp(f), dann ist K C X kompakt, also K € B,. Es gilt fiir
alle x € X \ K f(z) = 0 und damit folgt aus 4.12 [, |f|’ dz < oo. Dann gilt:

I dx:/X\K\flp dot [ 157 de= [ 11 do< oo
(X

).
(2) Siehe Ubungsblatt 13. n

Also ist f € LP
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§ 17 Das Integral im Komplexen

In diesem Paragraphen sei ) # X € By, f : X — C eine Funktion, u := Re(f), v := Im(f), also:
u,v: X >R f=u+iv.

Wir versehen C mit der o-Algebra 85 (wir identifizieren C mit R?).

Definition
f heift (Borel-)messbar, genau dann wenn gilt: f ist 984-Bo-messbar.

Aus 3.2 folgt: f ist messbar genau dann, wenn u und v messbar sind.

Definition
Sei f messbar. f heikt integrierbar (ib.) genau dann, wenn » und v integrierbar sind. In diesem

Fall setze
/fdx::/udx—l—i/vdx (e C)
X X X

Es gilt: |u|, |v] < |f] < |u| + |v| auf X. Hieraus und aus 4.9 folgt: f ist integrierbar genau dann,
wenn |f| integrierbar ist.

Definition

LP(X,C) :=={f: X — C|f ist messbar und / |f|P dx < oo}
X

(Achtung: mit den Betragsstrichen in ob. Integral ist der komplexe Betrag gemeint!)
N :={f:X — C|f ist messbar und f =0 f.i.}
£P(X, C) ist ein komplexer Vektorraum (siehe 17.1) und N ist ein Untervektorraum von £°(X, C).
LP(X,C) := £P(X,C) /N

Definition
Fiir f,g € L*(X,C) setze

(flg) == /X f(2)9(@) da

sowie
flg:<= (flg) =0 (f und g sind orthogonal).

( Z bezeichne hierbei die komplex Konjugierte von z, vgl. Lineare Algebra).

Klar:

(1) LP(X,C) ist mit || f[|, := (fx | fIP dx)% ein komplexer normierter Raum (NR).
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17. Das Integral im Komplexen

(2) (f|g) definiert ein Skalarprodukt auf L?(X,C). Es ist

(flg) = (g]f),
(19 = [ @) F@ do= [ 7@ do = 13, aso
Ifll2=/(fIf) (f.g € L*(X,C))
(Beachte: es ist z -z = |z|? fiir z € C).

Inoffizielle Anmerkung: Dieses Skalarprodukt ist auf C nur linear in der ersten Komponente!
Wenn man einen C-Skalar aus der zweiten Komponente rausziehen mochte, muss man diesen
komplex konjugieren:

aeC: (flag) =alflg)
(aflg) = a(flg)

Satz 17.1
(1) Seien f,g: X — C integrierbar und «, 8 € C. Dann gelten:

(i) af + Bg ist integrierbar und

/X(af+ﬂg)dx=a/xfdm+,6/xgdx

(i) Re (fy fdz) = [y Re(f)dz und Im ([y fdz) = [y Im(f)dx

/deaz:/deﬂ?

(iii) f ist integrierbar und
(2) Die Sdtze 16.1 bis 16.3 und das Beispiel 16.6 gelten in LP(X, C).

(3) LP(X,C) ist ein komplexer Banachraum, L?(X, C) ist ein komplexer Hilbertraum.

Beispiel 17.2
Sei X =[0,2n]. Fiir k € Z und t € R setzen wir

er(t) := e = cos(kt) + isin(kt) und by = ek

N

Dann gilt: by, e, € L%(]0,27],C) und

2
/ eo(t) dt = 2w
0

Fir k € Z und k # 0 ist
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17. Das Integral im Komplexen

Damit ist

2 1 2r . 1 2 1, falls k =1
(b | br) :/ biby dt = / eFe=ilt gt — / =Dt gp — ) 1S
0 2m Jo 2m Jo 0, falls k& # 1

Insbesondere ist ||bg||2 = 1. Das heifit {by | k € Z} ist ein Orthonormalsystem in L2([0, 27], C).
Zur Ubung: {by | k € Z} ist linear unabhingig in L?([0, 27], C).

Definition
Sei (o )rez eine Folge in C und (fx)xez eine Folge in L?(X,C).
(1) Fir n € Ny setze

n

Sni= D k=Y k=0 pt Oyt Fagtal o+ ay
b=n  |kZn

Existiert lim,, o s, in C, so schreiben wir » ., ay 1= lim, o0 Sy

(2) Fir n € Ny setze
o= fr=Y_ fk

k=—n |k|<n

Gilt fiir ein f € L2(X,C): ||f — onll2 =3 0, so schreiben wir

f LIl Z fr (: lim o, im Sinne der LQ-Norm>

Definition
Sei {by | k € Z} wie in 17.2. {by | k € Z} heift eine Orthonormalbasis (ONB) von
L%(]0,27],C) genau dann, wenn es zu jedem f € L%([0,27],C) eine Folge

(cr)kez = (cr(f))rez

gibt, mit

(%) f I chbk

kEZ

Frage: Ist {by, | k € Z} eine ONB von L?([0,2x],C)?
Antwort: Ja! In 18.5 werden wir sehen, dass (x) gilt mit ¢, = (f | bx).
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§ 18 Fourierreihen

In diesem Paragraphen sei stets X = [0,2n], L? := L*([0,27],C) und L% := L*([0,27],R).
Weiter sei {by | k € Z} wie in 17.2.

Satz 18.1 w
Ist f € L? und gilt mit einer Folge (¢;)pez in C: f = > kez Ckbr, so gilt:

cr = (f | by) fiir alle k € Z

Beweis
Fir n € Ny setze

Op = Z cLbi

lk|<n

Aus der Voraussetzung folgt |0, — fll2 — 0 fiir n — oo. Sei j € Z und n € N mit n > |j|. Es
gilt einerseits

(on [ b)) = > crlb | b)) = ¢;, dagilt: (b | bj) =
|k|<n

0, falls k # j
1, falls k =5

Andererseits: (o, | bj) = (f | b;) fiir n — co wegen 16.6(3). Daraus folgt ¢; = (f | b;) n

Definition
Sei f € L?, n € Ny und k € Z.

(1) Snf =2 k<n(f | bk)bk heibt n-te Fouriersche Partialsumme. Also gilt:

112 S by <= |If = Sufll2—0

keZ

(2) (f | bg) heift k-ter Fourierkoeffizient von f.

(3) Dorez(f | br)by heikt Fourierreihe von f.

(4) Fiir ng € Ny setze Ej, := [b_p,b_(n—1),---,b0,01,...,by] (lineare Hiille). Es ist dann
dim E, = 2n + 1

Beachte: Fiir v € E, gilt v(0) = v(27).
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18. Fourierreihen

Satz 18.2
Seien fi,..., fn, f € L.

(1) Gilt f, L f, fur p#v (p,v=1,...,n), so gilt der Satz des Pythagoras

1fr - Full3 = L3 + - + (1 full3

(2) Die Abbildung

g {L2 — B,
" St = a1 r)by

ist linear und fiir jedes v € E, gilt S,v = v und (f — S, f) L v mit f € L2

(3) Die Besselsche Ungleichung lautet:

1Sufl3 =D 1CF o) * = 13 = 1CF = S5 < 1I£113

|k|<n

(4) Fir alle v € E,, gilt:
If = Snfll2 < [If — vl

Beweis
(1) Es geniigt den Fall n = 2 zu betrachten, der Rest folgt induktiv.

Ifi+ foll3 = (fi+ fo | f1 + f2)
=(filf)+ (] f2)+ (2] fr)+(fa| f2)
=(filfi)+(f2] f2)

= || f1]13 + || f2113
(2) Ubung!
(3) Es gilt
2
1 f13 = {1 S Toeb|| 2 ST TobellE = ST o) PlBellE = ST | by 2
[kl<n g Ikl<n [kl<n [kl<n
und

113 =1 (f = Snf) + Snf N3 = If = Sufll3 + 19 f1I3
—_—— =~

1 E, S0
(2)

(4) Sei v € E,,. Dann gilt:
1f = ol3 =1 (f = Suf) + (Suf =) |13

1FE, ckE,
(1)
= || f = Safll3 + 1S f — 0|3
> | f — Sufll .
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18. Fourierreihen

Bemerkung 18.3
Es sei K € {R,C}, a,b € R, I := [a,b](a < b) und fn, f, g € C(I,K); es war ||f|loc =
maxqer| f(t)]-

(1) (fn) konvergiert auf I gleichméfig gegen f genau dann, wenn || f, — fllcc — 0(n — 00)
(vgl. Analysis I/1I).

(2) f € LP(LK) und || fllp < (b~ a)7||flloo (siche 16.2).

(3) Gilt f = g fast iiberall, so ist f = g auf I.

Beweis

Es existiert eine Nullmenge N C I: f(z) = g(z)Vz € I\ N.

Sei g € N. Fiir € > 0 gilt: Uz(x0) NI € N (andernfalls: A\;(N) > A\ (Us(z9)N1I) > 0). Das
heifst, es existiert ein z. € U(z9) NI : xe ¢ N. Also: Vn € N3z, € U1 (zo) NI : x,, € N.
Also: z, — xg. !

Dann: f(zg) = limy, oo f(2n) = limy, 00 g(xn) = g(0) n

Satz 18.4 (Approximationssatz von Weierstraf)
Es sei I = [a,b] wie in 18.3 und K € {R, C}.

(1) Ist f € C(I,K) und € > 0, so existiert ein Polynom p mit Koeffizienten in K mit:

If = Pllo <&

(2) Ist a =0,b=2m, f € C(I,K), f(0) = f(27) und € > 0, so existiert ein n € N und
ein v € E,, mit:
If = vlleo <€

Satz 18.5 w
Sei f € L2 Dann gilt: f =" 3,7 (f | bx)by und

17112 = Z |(f | bx)|> (Parsevalsche Gleichung)
keZ

Insbesondere gilt: (f | bx) — 0 (|k| — o0).

Beweis

Zu zeigen: || f — Snfll2 = 0(n — o). Die Parsevalsche Gleichung folgt dann aus 18.2.

Sei e > 0. Wende 16.8(2) auf Re f und Im f an. Dies liefert eine stetige Funktion g : (0,27) — C
mit: K :=supp(g) C (0,27), K kompakt und [|f — g[j2 < e.

Setze ¢g(0) := g(2m) := 0. Dann ist g stetig auf [0, 27]. Satz 18.4 liefert nun: In € N3v € E,, :
lg = vlloo <.
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Damit: [|g — vl2 < V27|lg — v[|oc < V27e. Somit:

Hf - Snf”? = ||f —9g+g— Sng + Sng - Snf”?
<|If —glla+llg = Sngll2 + 1Sn(g — f)ll2
N——

<e 18.2(4) 18.2(3)
< llg—vll2 < llg=fl2

< 2e4+V2me =¢e(2+ V2m)

Sei m > n. Dann gilt: E,, C E,,, also w := S, f € E,,. Damit:

1f = Smfllz < If = wllz = [|If = Safll2 < e(2+ V2r) n

Reelle Version

Sei f € L%%. Es gelten die folgenden Bezeichnungen:

(1) Fiir k € N bezeichnen wir die Funktionen ¢ — cos(kt) und ¢ — sin(kt) mit cos(k-) bzw.
sin(k-).

(2) FirkeNp: ap:=1 2027T f(t) cos(kt)dt = 2 Re(f | ex).
Fir ke N: Bk = % Oﬂ-f(t) Sin(kt)dt = %Im(f | ek), ,30 = 0.

Definition
f heifst gerade (beziiglich 7) genau dann, wenn gilt: f(t) = f(27 — t) fir fast alle ¢ € [0, 27].
f heikt ungerade (beziiglich 7) genau dann, wenn gilt: f(t) = —f(2r—t) fir fast alle t € [0, 27].

Satz 18.6
(Dieser Satz folgt aus 18.5 und “etwas” rechnen)
Sei f € L und n € Ny.

(1) Spf =% +>5_; (agcos(k-) + Brsin(k-))
(2) f = L+ >0y (agcos(k-) + By sin(k-))

3) L1713 = %‘% + 352, (e +B2)  (Parsevalsche Gleichung)
Insbesondere gilt: a, — 0, fr — 0 (k — o0)

(4) Ist f gerade, so sind alle B = 0 und ay, = 2 [ f(t) cos(kt)dt. Die Fourierreihe von f
ist eine Cosinusreihe.
Ist f ungerade, so sind alle a; = 0 und B = 2 [ f(t) sin(kt)dt. Die Fourierreihe von
f ist eine Sinusreihe.

(i) f(t) =

Beispiele: 1, 0<t<n
-1, 7#<t<2r
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7 0, &k d
f ist ungerade, also a, = 0Vk € Ny. Esist 3;, = %fo sin(kt)dt = { gerade
7=, Kk ungerade

Damit:
_| 4 Kosin((25 + 1))
B TFJZ 27+1
Beachte: (S, f)(0) =0—0+# 1= f(0) und (S,f)(27) =0 —0# —1 = f(2m).

t 0<t<mw
11 t):=<" - =
(i) £®) {27r—t m<t<2w
f ist gerade, das heikt 8, = 0Vk € N und oy, = ff tcos(kt)dt, ag = 7.

0 k d
Firk>1: op=4 ", gerace
——2z, k ungerade
Damit: -
e 7 4 cos((27 +1)-)
-~ 5 T (o112
2 7 = (27 +1)
Satz 18.7

Sei f € L? und Y .oz |(f]br)| < 0o. Dann:

(1) Die Reihe » -, ,(f | bg)bx(t) konvergiert auf [0,27] absolut und gleichméRig. Setzt
man g(t) := > ez (f | bx)bx(t) fiir t € [0,27], so ist g stetig, g(0) = g(2m) und f =g
f.4. auf [0, 27

(2) Ist f stetig, so gilt f = g auf [0, 2], also:

F&) = (f1b)be(t) Vi€ [0,2n]

kEZ

Insbesondere: f(0) = f(2n)

Beweis

(1) fi(®) == (f | bw)br(t);

1
)] = bi)| - |bx(t)] = —=— b vt € [0,2n|Vk € Z
[fe@)] = 1(f | )] - [be(t)] W (f [ o)l [0, 27]
Aus Analysis I, 19.1(2) (Konvergenzkriterium von Weierstraf) folgt: Die Reihe in (1)
konvergiert auf [0,27] absolut und gleichméfig. Aus Analysis I, 19.2 folgt: g ist stetig.
Klar: g(0) = g(2m).
= > fult) (n€No,tel0,2n)).

k|<n
18.3(2)
Aus 18.5 folgt: ||f — splla = 0(n — 00). [lg = snlla < |lg = snllwV2m — 0(n — o0)
Also: ||g — sn|l2 = 0(n — o0) Aus 16.5 folgt: f = g f.u.

18.3(3)

(2) f=gfi. f =g auf [0, 27]. n

99



18. Fourierreihen

Satz 18.8

f € L% und die Folgen (ay) und (Bg) seien definiert wie im Abschnitt “Reelle Version”.
Weiter gelte: > 22 |ag| < oo und Y 77 [Bk| < co. Dann gelten die Aussagen in 18.7 fiir die
Reihen in 18.6.

Satz 18.9
Sei f :[0,27n] — C stetig differenzierbar und f(0) = f(2x).

(1) Esist (f'| by) = ik(f | by) Vk € Z

(2) D opezl(f | br)] < oo (d.h.: die Voraussetzungen von 18.7 sind erfiillt)

Beweis
(1)
U= [ e a
V21 Jo
pr. 1 kt /% —ikt
= —|f(t —ik dt
= 10 ™| = = [ TRy
1
= ——(f(2m) — f(0)) + ik(f|bx).
=72 = F(0) + ikl
(2) Setze o = 32 5<, [(flbk)]  (n € No). Es geniigt zu zeigen: (oy,) ist beschrénkt. Klar:
0 <oy,
bo)| = by)| 2 L
on—|(fl)) = > [(fl)l = ) 7 (f"[br)
0<\k|§n 0<‘k‘§nv =y,
=up
CS-Ugl 2 2
Ugl.
= Z upv < Z u% Z v,%
0<|k|<n 0<|k|<n 0<|k|<n
1 3
n 2
= (22ui> Z v,%
k=1 0<|k|<n
18.2(3)
< 2
1
(22%> 1]l n
Beispiel

(1) f sei wie im Beispiel (2) vor 18.7. Es war:

-2 7 cos((2j + 1)) 1
2 Z 2]+1 02541 (2j+1)2’a2]
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Aus 18.7 bzw. 18.8 folgt:

T 4 cos((27 + 1)t)
- — = vt € 10,2
) 7'(‘20 (25 + 1) € [0,2]
Setzt man nun ¢ = 0, folgt
T4 1
0=—-—— —_—
2 WZ (25 +1)2

J=0

und man erhélt durch Umstellen eine Auswertung fiir diese eigentlich kompliziert wirkende
Reihe:

part 2]+1 20325

(dass diese Reihe konvergiert, ist eine einfache Ubung aus Ana I; ihren Wert aber haben
wir bislang noch nicht berechnet)

f(t)=(t—m)2 (te€[0,27]). f ist gerade bzgl. 7, also ist B = 0. Es ist

272, k=0
ap = {37T ’ - (nachrechnen!)

4
k2> sl
Also:
Il 7% cos(d)
Pl
7j=1
Aus 18.9 bzw. 18.7(2) folgt
2 e t
fi) =" 2y COS,(j ) vieo,2n]
j=1

Setzt man nun ¢t = 0, erhélt man

o0 2
7+4Z el also Zj—:%
J=1

Damit erhalt man z.B. auch

2T 12272 o4
= (29) 4 = 24
und damit ‘
YU S WS S SO .
22 132 427777 8 24 12

Jj=1
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§ A Satz um Satz (hiipft der Has)

Satz 1.4.
Satz 1.5.
Satz 2.5.
Satz 2.6.
Satz 2.10.
Satz 2.11.
Satz 4.6.
Satz 4.7.
Satz 4.9.
Satz 5.5.
Satz 6.2.
Satz 9.1.
Satz 10.1.
Satz 10.2.
Satz 10.3.
Satz 11.1.
Satz 11.2.
Satz 13.1.
Satz 15.1.
Satz 16.3.
Satz 16.4.

Satz 18.4.

Erzeuger der Borelschen o-Algebra auf R4 . . . . . . . . ... ... .. .....
Spuren und o-Algebren . . . . . .. ...
Fortsetzungssatz von Carathéodory . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
Eindeutigkeitssatz . . . . . . . . .. e
Regularitit des Lebesgue-Mafles . . . . . . . . . . ...
Satz von Vitali . . . . . ..
Satz von Beppo Levi (Version I) . . . . . ... ... ... ... . ...
Satz von Beppo Levi (Version II) . . . .. ... ... ... ... .. ... ..
Charakterisierung der Integrierbarkeit . . . . . . . . .. ... ... ...
Satz von Beppo Levi (Version III) . . . . . . .. ... ... o . ... .
Konvergenzsatz von Lebesgue (Majorisierte Konvergenz) . . . . . . . ... ...
Prinzip von Cavalieri . . . . . . . . . . . . .
Satz von Tonelli . . . . . . . .
Satz von Fubini (Version I) . . .. ... ... ... . .. ... ...
Satz von Fubini (Version IT) . . . . . ... ... ... . .. .
Transformationssatz (Version I) . . . . .. ... ... .. .. L.
Transformationssatz (Version II) . . . . ... ... ... . L.
Integralsatz von Gauf im R? . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
Integralsatz von Stokes . . . . . . ...
Satz von Lebesgue (£P-Version) . . . . . . . .. ... oo
Satz von Riesz-Fischer . . . . . . .. . ... L

Approximationssatz von Weierstrals . . . . . . .. ... 00000

102



§ B Credits fiir Analysis Il

Abgetippt haben die folgenden Paragraphen:

§ 1:
§ 2:
§ 3:
§ 4:
8§ 5:
§ 6:
8§ 7:
§ 8:
§9:

o-Algebren und Mafse: Rebecca Schwerdt, Peter Pan, Philipp Ost

Das Lebesguemaf: Rebecca Schwerdt, Philipp Ost

Messbare Funktionen: Rebecca Schwerdt, Philipp Ost

Konstruktion des Lebesgueintegrals: Rebecca Schwerdt, Philipp Ost, Peter Pan
Nullmengen: Rebecca Schwerdt, Jan Threns, Philipp Ost

Der Konvergenzsatz von Lebesgue: Philipp Ost, Jan Ihrens
Parameterintegrale: Jan Threns

Vorbereitungen: Jan Ihrens

Das Prinzip von Cavalieri: Jan Ihrens, Rebecca Schwerdt

§ 10:
§ 11:
§ 12:
§ 13:
§ 14:
§ 15:
§ 16:
§ 17:
§ 18:

Der Satz von Fubini: Jan Ihrens

Der Transformationssatz: Jan Ihrens, Rebecca Schwerdt

Vorbereitungen fiir die Integralsitze: Rebecca Schwerdt

Der Integralsatz von Gauft im R?: Benjamin Unger

Flichen im R3: Benjamin Unger

Der Integralsatz von Stokes: Philipp Ost

£P-Riaume und LP-RAume: Philipp Ost, Rebecca Schwerdt, Peter Pan, Jan Ihrens
Das Integral im Komplexen: Peter Pan, Jan Ihrens

Fourierreihen: Jan Ihrens, Philipp Ost, Peter Pan
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