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Vorwort

Dieses Skript wird/wurde im Wintersemester 2013/2014 geschrieben. Es beinhaltet Vorlesungs-
notizen von Studenten zur Vorlesung von Prof. Dr. Herrlich.

Es darf jeder gerne Verbesserungen einbringen!
Die Kurz-URL des Projekts lautet tinyurl.com/GeoTopo.

An dieser Stelle méchte ich noch Herrn Prof. Dr. Herrlich fiir einige Korrekturvorschlage und
einen gut strukturierten Tafelanschrieb danken, der als Vorlage fiir dieses Skript diente. Vielen
Dank auch an Frau Lenz, die es mir erlaubt hat, ihre Ubungsaufgaben und Lésungen zu benutzen.

Was ist Topologie?

Die Kugeloberfliche S? lisst sich durch strecken, stauchen und umformen zur Wiirfeloberfliche
oder der Oberfliche einer Pyramide verformen, aber nicht zum R? oder zu einem Torus T2. Fiir
den R? miisste man die Oberfliche unendlich ausdehnen und fiir einen Torus miisste man ein

Loch machen.
(a) S

(b) Wiirfel (c) Pyramide

Y

(d) R?

Abbildung 0.1: Beispiele fiir verschiedene Formen
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1 Topologische Grundbegriffe

1.1 Topologische Raume

Definition 1
Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, ¥) bestehend aus einer Menge X und ¥ C P(X)
mit folgenden Eigenschaften

i) 0, Xe%
(ii) Sind Uy,Us € €, s0ist Uy NU; € X

(iii) Ist I eine Menge und U; € ¥ fiir jedes i € I, so ist U U, e%
i€l
Die Elemente von ¥ heiften offene Teilmengen von X.

A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Es gibt auch Mengen, die weder abgeschlossen, noch offen sind wie z. B. [0,1). Auch gibt es
Mengen, die sowohl abgeschlossen als auch offen sind.

Korollar 1.1 (Mengen, die offen und abgeschlossen sind, existieren)
Betrachte ) und X mit der ,trivialen Topologie* Ty, = {0, X }.

Es gilt: X € Tund § € T, d. h. X und () sind offen. Auferdem X¢ = X\ X =) € T und
X\0=Xe% d h X und 0 sind als Komplement offener Mengen abgeschlossen. [ ]

Beispiel 1
1) X = R"™ mit der euklidischen Metrik.

U C R" offen < fiir jedes z € U gibt es r > 0,
sodass B,(z) ={y e R" | d(z,y) <r} CU

Also: T = { M C X | M ist offene Kugel }. Diese Topolgie wird auch ,Standardtopo-
logie des R™ genannt.

2) Jeder metrische Raum (X, d) ist auch ein topologischer Raum.
3) Fiir eine Menge X heifit T = P(X) ,diskrete Topologie“.

4) X =R, Tz:={U CR|R\U endlich } U{ 0} heifit ,Zariski-Topologie*
Beobachtungen:
o Uec%Ty < df e R[X],sodass R\U=V(f)={zeR| f(x)=0}
e Es gibt keine disjunkten offenen Mengen in ¥ .

5) X :=R", Tz ={U C R"|Es gibt Polynome fi,..., f, € R[X1,...,X,] sodass
R\ U = V(fi,..., f)}
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6) X :={0,1},T={0,{0,1},{0}} heit ,Sierpinskiraum*.
0,{0,1},{1} sind dort alle abgeschlossenen Mengen.

Definition 2
Sei (X, T) ein topologischer Raum und z € X.

Eine Teilmenge U C X heifst Umgebung von x, wenn es ein Uy € ¥ gibt mit z € Uy und
Uy CU.

Definition 3
Sei (X, %) ein topologischer Raum und M C X eine Teilmenge.

a) M° := {x € M| M ist Ungebung von x } = U U heifit Inneres oder offener

UCM
Ue%

Kern von M.

b) M := ﬂ A heift abgeschlossene Hiille oder Abschluss von M.

MCA
A abgeschlossen

c) OM := M \ M° heikt Rand von M.

d) M heift dicht in X, wenn M = X ist.
Beispiel 2
1) Sei X = R mit euklidischer Topologie und M = Q. Dann gilt: M = R und M° = ()
2) Sei X =R und M = (a,b). Dann gilt: M = [a, b]
3) Sei X =R, T =%y und M = (a,b). Dann gilt: M =R
Definition 4
Sei (X, %) ein topologischer Raum.

a) B C T heiftt Basis der Topologie T, wenn jedes U € T Vereinigung von Elementen
aus ‘B ist.

b) B C T heift Subbasis, wenn jedes U € ¥ Vereinigung von endlich vielen Durchschnit-
ten von Elementen aus ‘B ist.

Beispiel 3
Gegeben sei X = R" mit euklidischer Topologie ¥. Dann ist

B={B(x)|reQsp,z€Q"}

ist eine abzahlbare Basis von <.

Bemerkung 1
Sei X eine Menge und B C P(X). Dann gibt es genau eine Topologie T auf X, fir die B
Subbasis ist.

Definition 5
Sei (X, T) ein topologischer Raum und Y C X.
Ty ={UNY |U € T} ist eine Topologie auf Y.

Ty heift Spurtopologie und (Y, ¥y ) heiflt ein Teilraum von (X, ¥)
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Definition 6
Seien X7, Xa topologische Rdume.
U C X; X Xo sei offen, wenn es zu jedem z = (z1,22) € U Umgebungen U; um x; mit
1= 1,2 gibt, sodass Uy x Uy C U gilt.

T ={U C X1 x Xa | U offen } ist eine Topologie auf X; x Xs. Sie heift Produkttopologie.
B ={U; xUy| U, offen in X;,i = 1,2} ist eine Basis von ¥.

Xo

U2 T )

X1

Abbildung 1.1: Zu x = (1, z2) gibt es Umgebungen Uy, Uy mit Uy x Us C U

Beispiel 4
1) X7 = X9 = R mit euklidischer Topologie.
= Die Produkttopologie auf R x R = R? stimmt mit der euklidischen Topologie auf
R? iiberein.

2) X1 = X2 = R mit Zariski-Topologie. T Produkttopologie auf R2: U; x Uy
(Siehe Abb. 1.2)

N\ =2

Uy =R\N
Abbildung 1.2: Zariski-Topologie auf R?

Definition 7
Sei X topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X, X = X/ sei die Menge der
Aquivalenzklassen, 7 : x — T, x> []~.

TY::{UQY‘W_I(U)ES)(}
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X, T+) heikt Quotiententopologie.
X

Beispiel 5
X=Ra~b:sa—-beZ
a(w)y----- ~<a
f X : T
10 1 2 3,4 »5R
oo
[T
0

0~1,d h[0] =[1]

Beispiel 6
Sei X = R? und (21,91) ~ (22,92) & o1 — 22 € Z und y; — yo € Z.

X/~ ist ein Torus.

Beispiel 7

X=R"I\ {0}, z~yeINcR  mity= >\

< x und y liegen auf der gleichen Ursprungsgerade

X = P"(R)
Also fiir n = 1:
4 s
2 s
4 2 2 1 6 8
_2 1
_4 1

1.2 Metrische Raume

Definition 8
Sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — Ra‘ heifst Metrik, wenn gilt:

(i) Definitheit: dlz,y) =0 x=y Vr,ye X
(ii) Symmetrie: d(z,y) =d(y,x) Vz,ye X
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(iii) Dreiecksungleichung: d(z,2) <d(x,y) +d(z + z) Vz,y,z€ X
Das Paar (X, d) heifst ein metrischer Raum.

Bemerkung 2
Sei (X, d) ein metrischer Raum und

B,.(r):={yeX|dwxy) <r} firreX,reR"

B ist Basis einer Topologie auf X.

Beispiel 8
Sei V' ein euklidischer oder hermiteischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann wird V'

durch d(z,y) := \/(x — y,x — y) zum metrischen Raum.

Beispiel 9 (diskrete Metrik)
Sei X eine Menge. Dann heifst

d(z,y) 0 fallsz=y
x,y) =
Y 1 fallsz #y

die diskrete Metrik. Die Metrik d induziert die diskrete Topologie.

Beispiel 10
X =R? und d ((z1,v1), (x2,92)) := max(||z1 — z2||, |y1 — o) ist Metrik.

Beobachtung: d erzeugt die euklidische Topologie.

(a) B-(0) (b) Euklidische Topologie

Abbildung 1.3: Veranschaulichungen zur Metrik d

Beispiel 11 (SNCF-Metrik!)
X =R?
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Definition 9
Ein topologischer Raum X heifst hausdorffsch, wenn es fiir je zwei Punkte x # y in X
Umgebungen U, um z und Uy um y gibt, sodass U, N U, = 0.

Bemerkung 3 (Trennungseigenschaft)
Metrische Rdume sind hausdorffsch, da

d(z,y) >0=3e>0:B. () N DB:(y) =0

Ein Beispiel fiir einen topologischen Raum, der nicht hausdorfsch ist, ist (R, T 7).

Bemerkung 4
Seien X, X1, X9 Hausdorff-Rdume.

a) Jeder Teilraum um X ist Hausdorffsch.

b) X; x X3 ist Hausdorffsch.

»
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1
Ui x X5 Us x Xo

8

Abbildung 1.4: Wenn X1, X5 hausdorffsch sind, dann auch X; x Xo

Definition 10
Sei X ein topologischer Raum und (z),en eine Folge in X. z € X heifit Grenzwert oder
Limes von (x,), wenn es fiir jede Umgebung U von z ein ng gibt, sodass xz,, € U fiir alle
n > ng.
Korollar 1.2
Ist X hausdorffsch, so hat jede Folge in X hdochstens einen Grenzwert.
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Beweis: Sei (x,) eine konvergierende Folge und x und y Grenzwerte der Folge.

Nach Voraussetzung gibt es Umgebungen U, von z und U, von y mit U, N U, = 0. Es
existiert ein ng mit x, € U, NUy fiir allen >ng =z =y |

1.3 Stetigkeit

Definition 11
Seien XY topologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung.

a) f heit stetig, wenn fiir jedes offene U C Y auch f~1(U) C X offen ist.

b) f heift Homdomorphismus, wenn f stetig ist und es eine stetige Abbildung g :
Y — X gibt, sodass go f =idx und fog =idy.

Korollar 1.3
Seien X, Y metrische Rdume und f: X — Y eine Abbildung.

Dann gilt: f ist stetig < zu jedem x € X und jedem & > 0 gibt es §(z, &) > 0, sodass fiir
alle y € X mit d(x,y) < 0 gilt dy (f(x), f(y)) <e.

Beweis: ,,=“ Sei € X, > 0 gegeben und U := B.(f(x)).
Dann ist U offen in Y.
g f7H(U) ist offen in X. Dann ist x € f~1(U).
= 36 > 0, sodass Bs(z) C f~HU)
= f(Bs(z)) CU
={yeX|dx(z,y) <J}= Beh.
,<“ Sei U CY offen, X € f~1(U).
Dann gibt es € > 0, sodass B.(f(x)) CU
YO s gibt 6 > 0, sodass f(’Bg( ) € B.(f(x)))
= Bs(x) € fH(B(f(2))) C fHU) u
Bemerkung 5
Eine Ableitung f : X — Y von topologischen Rdumen ist genau dann stetig, wenn fiir jede
abgeschlossene Teilmenge A C Y gilt: f~!(A) C X ist abgeschlossen.
Beispiel 12
1) Fiir jeden topologischen Raum X gilt: Idx : X — X ist Homéomorphismus.

2) Ist Y trivialer topologischer Raum, d. h. T = Ty, so ist jede Abbildung f: X — Y
stetig.

3) Ist X diskreter topologischer Raum, so ist f: X — Y stetig fiir jeden topologischen
Raum Y und jede Abbildung f.

4) Sei X =[0,1),Y =St ={z€C||z]| =1} und f(t) = e*™ Die Umkehrabbildung g
ist nicht stetig, da g~1(U) nicht offen ist (vgl. Abb. 1.5).

Korollar 1.4
Seien XY, Z topologische Rdume, f: X — Y und ¢g: Y — Z stetige Abbildungen.

Dann ist go f : X — Z stetig.

2Im Grunde wird die Aquivalenz von Stetigkeit im Sinne der Analysis und Topologie auf metrischen Rdumen
gezeigt.
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S
R
—f—t— 0
0 1R

Abbildung 1.5: Beispiel einer stetigen Funktion f, deren Umkehrabbildung g nicht steitg ist.

x— 1 .y
N
Z
Beweis: Sei U C Z offen = (go f)~Y(U) = f~Y(g71(U)). g7 1(U) ist offen in Y weil g stetig
ist, f~1(g~1(U)) ist offen in X, weil f stetig ist. [ |

Bemerkung 6
a) Fiir jeden topologischen Raum ist Homéo(X) := { f : X — X | f ist Homéomorphismus }

eine Gruppe.
b) Jede Isometrie f : X — Y zwischen metrischen Raumen ist ein Homéomorphismus.

c) Isom(X):={f: X — X | f ist Isometrie } ist eine Untergruppe von Homoo(X) fiir
jeden metrischen Raum X.

Korollar 1.5
Seien X,Y topologische Rdume. 7x : X XY — X und 71y : X x Y — Y die Projektionen

mx ¢ (x,y) = x und 7y : (x,y) —y
Wird X x Y mit der Produkttopologie versehen, so sind mx und 7y stetig.

Beweis: Sei U C X offen = 7, 1(U) = U x Y ist offen in X x Y. [

Korollar 1.6 o
Sei X ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X, X = X /~ der Bahnenraum

versehen mit der Quotiententopologie, m: X — X, x — [x]~.

Dann ist 7 stetig.

Beweis: Nach Definition ist U C X offen < 7~ 1(U) C X offen. [

Beobachtung: Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie, sodass 7 stetig wird.

Beispiel 13 (Stereographische Projektion)
R™ und S™\ { N } sind hom6omorph fiir beliebiges N € S™. Es gilt:

S"={zeR"||z]|=1}

n+1
:{xGR”H Zx?}
i=1

O.B.d. A.sei N = | : |. Die Gerade durch N und P schneidet die Ebene H in genau
1
einem Punkt P. P wird auf P abgebildet.
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FS"\{N} 5 R"
genau ein Punkt

——
P— LpNnH

a1
wobei R* = H = : e R" ! | 2,,1 =0 3 und Lp die Gerade in R"*! durch N

Tn+1
und P ist.

Abbildung 1.6: Visualisierung der stereographischen Projektion

z1
Sei P = : , 80 ist @41 < 1, also ist Lp nicht parallel zu H. Also schneiden sich Lp

Tn+1
und H in genau einem Punkt P.

Es gilt: f ist bijektiv und die Umkehrabbildung ist ebenfalls stetig.

1.4 Zusammenhang

Definition 12
Ein Raum X heiftt zusammenhéngend, wenn es keine offenen, nichtleeren Teilmengen
U1,Uy von X gibt mit U; NUs = Pund U1 UU, = X.
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Bemerkung 7

X ist zusammenhéngend < Es gibt keine abgeschlossenen, nichtleeren Teilmengen A;, Ao
mit Aj N Ay =0 und 4; UA; = X.

Bemerkung 8
Eine Teilmenge Y C X heifit zusammenhéngend, wenn Y als topologischer Raum mit der
Teilraumtopologie zusammenhéngend ist.

Beispiel 14 (Zusammenhang von Riumen)
1) R™ ist mit der euklidischen Topologie zusammenhéngend, denn:

Annahme: R" = U; U Uy mit U; offen, U; # () und Uy N Us = () existieren.

Sei # € U,y € Uz und [z,y] die Strecke zwischen z und y. Dann ist U; N [z, y] die
Vereinigung von offenen Intervallen. Dann gibt es z € [z, y] mit z € 9(Uy N[z, y]), aber
z ¢ Uy = z € Us. In jeder Umgebung von z liegt ein Punkt von U; = Widerspruch
zu Uy offen.

2) R\ {0} ist nicht zusammenhéngend, denn R\ {0 } = Ro UR>

3) R?2\ {0} ist zusammenhingend.

4) Q C R ist nicht zusammenhéngend, da (QNR_ 5)U(QNR, 5) =Q
)

5) { z } ist zusammenhéngend fiir jedes © € X, wobei X ein topologischer Raum ist.

6) R mit Zariski-Topologie ist zusammenhéngend

Korollar 1.7
Sei X ein topologischer Raum und A C X zusammenhingend. Dann ist auch A zusammen-
héngend.

Beweis: Annahme: A = A; U Ay, A; abgeschlossen, # (), A1 N Ay =10

= A= (ANA;) U (AN Ay)

abgeschlossen  abgeschlossen

disjunkt

Wire ANA; =0

= A - A2

= Z - A2

=A1=0

= Widerspruch zu A; # ()

= AN A; # () und analog AN Ay # 0

= Widerspruch zu A ist zusammenhéngend ]

Korollar 1.8
Sei X topologischer Raum, A, B C X zusammenhéingend.

Ist AN B # (0, dann ist AU B zusammenhéangend.
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Beweis: Sei AU B = Uy UUs, U; # 0 offen, disjunkt

2L A= (ANTL) U (ANUy) offen, disjunkt

A zhgd. AﬁUlzw

ANB#) U, CB

B = (BNU)U(BNUs,) ist unerlaubte Zerlegung
—_——

——
=U; =0

Definition 13
Sei X ein topologischer Raum.

Fir x € X sei

Z(x) = U A
AC Xzhgd.
XeA

Z(z) heift Zusammenhangskomponente.

Korollar 1.9
Sei X ein topologischer Raum. Dann gilt:

a) Z(X) ist die grofte zusammehéngede Teilmenge von X, die z enthélt.
b) Z(X) ist abgeschlossen.

¢) X ist disjunkte Vereinigung von Zusammenhangskomponenten.

Beweis:
a) Sei Z(xr) = A; U As mit A; # () abgeschlossen, disjunkt.

O.B.d. A.sei x € A; und y € As. y liegt in einer zusammehéngenden Teilmenge A,
die auch x enthélt. = A = (AN A1) U (AN Ay) ist unerlaubte Zerlegung.
SN——r ——

o =4

b) Nach Korollar 1.7 ist Z(x) zusammenhiingend = Z(z) C Z(z) = Z(z) = Z(z

c) Ist Z(y)NZ(x) #0 =8 Z(y) U Z(x) ist zusammenhéngend.

Korollar 1.10
Sei f: X — Y stetig. Ist A C X zusammenhéngend, so ist f(A) C y zusammenhéngend.

Beweis: Sei f(A) = Uy UU,, U; # 0, offen, disjunkt.
= fH(f(A) = fFHU) U FH(T)
A= (AN ) V(AN F ) .
20 20
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1.5 Kompaktheit
Definition 14
Sei X eine Menge und T' C P(X).

T heifit eine Uberdeckung von X, wenn gilt:

VeeX:adMeT :ze M

Definition 15
Ein topologischer Raum X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung 4 von X eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

U={U },cr, Uioffenin X, UUi=X
i€l

Korollar 1.11
I =0, 1] ist kompakt beziiglich der euklidischen Topologie.

Beweis: Sei (U;);c eine offene Uberdeckung von I.

z. 7.: Es gibt ein § > 0, sodass jedes Teilintervall der Lange § von I in einem der U; enthalten
ist.

Angenommen, es gibt kein solches . Dann gibt es fiir jedes n € N ein Intervall I,, C [0, 1]
der Lénge 1/n sodass I,, € U; fiir alle i € 1.

Sei x,, der Mittelpunkt von I,,. Die Folge (z,) hat einen Haufungspunkt z € [0, 1]. Dann
gibt es ¢ € I mit z € U;. Da Uj; offen ist, gibt es ein € > 0, sodass (z —e,x + &) C U;. Dann
gibt es n mit 1/n < ¢/2 und |z —z,| < ¢/2, also I, C (v —e,x+¢) C Uj;

= Widerspruch

Dann iiberdecke [0, 1] mit endlich vielen Intervallen Iy,...,I; der Lénge 6. Jedes I; ist in
U;; enthalten.

= Uj,,...,Uj, ist endliche Teiliiberdeckung von U n

Beispiel 15
1) R ist nicht kompakt.

2) (0,1) ist nicht kompakt.
Up = (1/”7 1- 1/”) = UneNU = (07 1)
3) R mit der Zariski-Topologie ist kompakt und jede Teilmenge von R ist es auch.

Korollar 1.12
Sei X kompakter Raum, A C X abgeschlossen. Dann ist A kompakt.

Beweis: Sei (V;);e; offene Uberdeckung von A.
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Dann gibt es fiir jedes i € I eine offene Teilmenge U; C X mit V; = U; N A.

i€l
=U={U;|iel}u{X\ A} ist offene Uberdeckung von X

n
X kompaky es gibt i1,...,i, € I, sodass UUijU(X\A):X

Jj=1

= (JU,ux\4)|na=4
j=1

= @, na o 0y - 4
j=lT \—:/@—/

=V;.

J

= Vi,,...,V;, iiberdecken A

Korollar 1.13
Seien X,Y kompakte topologische Rdume. Dann ist X x Y mit der Produkttopologie
kompakt.

Beweis: Sei (W;);cs eine offene Uberdeckung von X x Y. Fiir jedes (z,y) € X x Y gibt es
offene Teilmengen U, , von X und V, , von Y sowie ein i € I, sodass U,y x V4 C W;.

X

Abbildung 1.7: Die blaue Umgebung ist Schnitt vieler Umgebungen

Die offenen Mengen Uy, ,, X Vy, 4 fiir festes xg und alle y € Y {iberdecken { ¢ } x y. Da Y’

kompakt ist, ist auch { 2o } x Y kompakt. Also gibt es y1,. .., Y (,) mit Uﬁ(fo) Usoys X
VIOJJi 2 {1'0 } xY.

Sei Uy, = ﬂ;n:(f) Uso,y;- Da X kompakt ist, gibt es z1,..., 2, € X mit J]_; Uz, = X
= U§:1 U?l(fj) (Uay s X Vay) 22X XY

Ein griin-oranges Késtchen

:>Uj UZWZ(.f],yZ) =XxY [ |

Korollar 1.14
Sei X ein Hausdorffraum und K C X kompakt. Dann ist K abgeschlossen.
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Beweis: z. Z.: Komplement ist offen

Ist X = K, so ist K abgeschlossen in X. Andernfalls sei y € X \ K. Fiir jedes x € K seien
U, bzw. V,, Umgebungen von = bzw. von y, sodass U, NV, = 0.

Da K kompakt ist, gibt es endlich viele z1,...,z, € K, sodass J;~, Uy, 2 K.

Sei V := ﬁ Ve,
i=1

=Vn (U Uz> =0
i=1

=VNK=10

= V ist Uberdeckung von y, die ganz in X \ K enthalten ist.

= X \ K ist offen

Damit ist K abgeschlossen. ]

Korollar 1.15
Seien X,Y topologische Raume, f : X — Y stetig. Ist K C X kompakt, so ist f(K) CY
kompakt.

Beweis: Sei (V;);er offene Uberdeckung von f(K)
S stetig (f~Y(Vi))ies ist offene Uberdeckung von K
KOompalt s gibt i1,...,i,, sodass f1(Vi,),..., f~1(Vi,) Uberdeckung von K ist.

= f(f1(Vi), ..., f(f~5(V;,)) iiberdecken f(K).
Es gilt: f(f~'(V)) =V N f(X) u

Satz 1.16 (Heine-Borel)
FEine Teilmenge von R™ oder C" ist genau dann kompakt, wenn sie beschrankt und
abgeschlossen ist.

Beweis: ,,=“ Sei K C R” (oder C™) kompakt.
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Da R™ und C™ hausdorffsch sind, ist K nach Korollar 1.14 abgeschlossen. Nach Vorausset-
zung kann K mit endlich vielen offenen Kugeln von Radien 1 iiberdeckt werden = K ist
beschréankt.

»,<=*Sei A CR" (oder C") beschrankt und abgeschlossen.

Dann gibt es einen Wiirfel W = [-N, N| x --- X [N, N| mit A C W bzw. ,Polyzylinder*

n mal

Z={(z1,...,2n)€C" |z <Nfiri=1,...,n}

Nach Korollar 1.13 und Korollar 1.11 ist W kompakt, also ist A nach Korollar 1.12 auch
kompakt. Genauso ist Z kompakt, weil

{zeCl 2z <1}

homd&omorph zu
{(@y) eR*| @@yl <1}
ist. u

1.6 Wege und Knoten

Definition 16
Sei X ein topologischer Raum.

a) Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung v : [0,1] — X.
b) v heift geschlossen, wenn v(1) = v(0) gilt.
c) 7 heilt einfach, wenn 7l 1 injektiv ist.
Beispiel 16
Ist X diskret, so ist jeder Weg konstant, d. h. von der Form
Ve e[0,1] :y(x)=¢, c€X

Denn ([0, 1]) ist zusammenhéngend fiir jeden Weg ~.

Definition 17
Ein topologischer Raum X heifst wegzusammenhingend, wenn es zu je zwei Punkten
z,y € X einen Weg v : [0,1] — X gibt mit v(0) = 2 und (1) = y.

Korollar 1.17
Sei X ein topologischer Raum.

(i) X ist wegzusammenhéngend = X ist zusammenhéngend
(ii) X ist wegzusammenhéngend # X ist zusammenhéngend

Beweis:

(i) Sei X ein wegzusammenhingender topologischer Raum, A;, A nichtleere, disjunkte,
abgeschlossene Teilmengen von X mit A; UAy = X. Sei x € Ay,y € A,y :[0,1] - X
ein Weg von x nach y.



1.6. WEGE UND KNOTEN 17

Dann ist C':= 7([0, 1]) € X zusammenhéngend, weil 7 stetig ist.

C=(CnNnA)U(CNA)
o =X

ist Zerlegung in nichtleere, disjunkte, abgeschlossene Teilmengen = Widerspruch
(ii) SeiX:{(a:,y) € R? ‘:C2+y2:1\/y:1—|-2-e*%1 }

Abbildung 1.8a veranschaulicht diesen Raum.

1 — {(z.sin(1)) € X x Y}
- | [\«
O'\/ \/1
AT
(a) Spirale S mit Kreis C (b) Sinus

Abbildung 1.8: Beispiele fiir R&ume, die zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéngend
sind.

Sei U1 UUy = X,Uy # Uy = (0, U; offen. X = CUS. Dann ist C C Uy oder C C Uy,
weil C' und S zusammenhéngend sind.

Also ist C' = U; und S = Us (oder umgekehrt).

Sei v € C' = U, e >0 und B.(y) C U; eine Umgebung von y, die in Uy enthalten ist.
Aber: B.(y) NS # 0 = Widerspruch |

Achtung: Es gibt stetige, surjektive Abbildungen [0, 1] — [0, 1] x [0, 1]. Ein Beispiel ist die in
Abbildung 1.9 dargestellte Hilbert-Kurve.

Abbildung 1.9: Hilbert-Kurve

Definition 18
Sei X ein topologischer Raum. Eine (geschlossene) Jordankurve in X ist ein Homéomor-

phismus v : [0,1] - C C X (y: S - C C X)
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Satz 1.18 (Jordanscher Kurvensatz)
Ist C = 7([0,1]) eine geschlossene Jordankurve in R?, so hat R?\ C genau zwei
Zusammenhangskomponenten, von denen eine beschrankt ist und eine unbeschrankt.

SEEES: innen
Jordankurve

Abbildung 1.10: Die unbeschrinkte Zusammenhangskomponente wird hiufig inneres, die be-
schrankte dufteres genannt.

Beweis: ist technisch mithsam und wird daher hier nicht gefiihrt. Er kann in ,,Algebraische
Topologie: Eine Einfiihrung“ von R. Stocker und H. Zieschang auf S. 301f (ISBN 978-
3519122265) nachgelesen werden.

Idee: Ersetze Weg C' durch Polygonzug.

Definition 19
Eine geschlossene Jordankurve in R? heift Knoten.

Beispiel 17

C&HGY

) Trivialer Knoten ) Kleeblattknoten ) Achterknoten ) 62-Knoten

Abbildung 1.11: Beispiele fiir verschiedene Knoten

Definition 20
Zwei Knoten v,z : S' — R3 heiken #Hquivalent, wenn es eine stetige Abbildung H :
St x [0,1] = R3 gibt mit H(z,0) = v1(z), H(z,1) = 72(2) und fiir jedes feste ¢ € [0,1] ist
H,:S' = R? 2+ H(z,t) ein Knoten. Die Abbildung H heift Isotopie zwischen 7; und
V2.

Definition 21
Ein Knotendiagramm eines Knotens ~ ist eine Projektion 7 : R3 — E auf eine Ebene E,
sodass |(m|C)~1(z)| < 2 fiir jedes z € D.

Ist (7|C)~Y(z) = {y1,v2 }, so liegt y; iiber yo, wenn (y; — x) = A(y2 — ) fiir ein A > 1 ist.
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Satz 1.19 (Reidemeister)
Zwei endliche Knotendiagramme gehoren genau dann zu dquivalenten Knoten, wenn sie
durch endlich viele ,,Reidemeister-Ziige** in einander iiberfithrt werden kénnen.

(c) Q3

Abbildung 1.12: Reidemeister-Ziige

Beweis: Durch sorgfiltige Fallunterscheidung.

Definition 22
Ein Knotendiagramm heifft 3-farbbar, wenn jeder Bogen von D so mit einer Farbe gefirbt
werden kann, dass an jeder Kreuzung eine oder 3 Farben auftreten und alle 3 Farben
auftreten.

Abbildung 1.13: Ein 3-gefiarber Kleeblattknoten

(Literat):
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Ubungsaufgaben
Aufgabe 1 (Sierpinskiraum)

Essel X :={0,1}und Tx :={0,{0},X }. Dies ist der sogenannte Sierpiniskiraum.
(a) Beweisen Sie, dass (X, Tx) ein topologischer Raum ist.
(b) Ist (X,%x) hausdorffsch?

(c) Ist Tx von einer Metrik erzeugt?

Aufgabe 2
Es sei Z mit der von den Mengen U,y := a+ bZ(a € Z,b € Z\ { 0 }) erzeugten Topologie
versehen.
Zeigen Sie:
(a) Jedes U,y und jede einelementige Teilmenge von Z ist abgeschlossen.
(b) { —1,1} ist nicht offen.

(c) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Aufgabe 3 (Cantorsches Diskontinuum)

Fiir jedes i € N sei P; := { 0,1 } mit der diskreten Topologie. Weiter Sei P := [[,.x B
(a) Wie sehen die offenen Mengen von P aus?

(b) Was konnen Sie iiber den Zusammenhang von P sagen?

Aufgabe 4 (Kompaktheit)
(a) Ist GL,(R) = { A € R™*"™ | det(A) # 0 } kompakt?
(b) Ist SL,(R) = { A € R™" | det(A) =1 } kompakt?
(c) Ist P(R) kompakt?



2 Mannigfaltigkeiten und Simpizidkomplexe

2.1 Topologische Mannigfaltigkeiten

Definition 23
Sei X ein topologischer Raum und n € N.

a) Eine n-dimensionale Karte auf X ist ein Paar (U, ), wobei U C X offen und
@ : U — V Hom6omorphismus von U auf eine offene Teilmenge V' C R™.

b) Ein n-dimensionaler Atlas A auf X ist eine Familie (Uj, ¢;)icr von Karten auf X,
sodass |J,.; Ui = X.

el Mt

¢) X heifst (topologische) n-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn X hausdorffsch ist,
eine abzédhlbare Basis der Topologie hat und ein n-dimensionalen Atlas besitzt.

Bemerkung 9
(a) Es gibt surjektive, stetige Abbildungen [0, 1] — [0, 1] x [0, 1]

(b) Fiir n # m sind R™ und R™ nicht homéomorph. Zum Beweis benutzt man den ,Satz
von der Gebietstreue* (Brouwer):

Ist U C R™ offen und f : U — R" stetig und injektiv, so ist f(U) offen.

Ist n < m und R™ homéomorph zu R", so wére
f:R" - R™ =5 R", (21,...,2,) — (x1,22,...,2p,0,...,0)

eine stetige injektive Abbildung. Also miisste f(R™) offen sein = Widerspruch

Beispiel 18
1) Jede offene Teilmenge U C R™ ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einem
Atlas aus einer Karte.

2) C™ ist eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einem Atlas aus einer Karte:

(z1,...,2n) — (Rez1,Im 21, ..., Re z,, Im 2,)

3) P(R) = (R"1\ {0})/~ = S"/. und P*(C) sind Mannigfaltigkeiten der Dimension [ besser
n bzw. 2n. auf-

n n schrei-
Pr(R) = Uiy Us e
U={(xg: - :a,) € P"(R) | z; #0 } - R"
(1o ryim1 Loyt yn) < (Y1, Yn)

21
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9)

ist bijektiv.
Die U;, i = 0,...,n bilden einen n-dimensionalen Atals.
r=(1:0:0) y=(0:1:1)€ Uy — R?
€ Uy — R? y > (0,1)
x+— (0,0) Umgebung: B1(0,1) — { (w:z:1) ‘ w? 4 22 < 1 }=Vs
Umgebung 61(0,1) - {(1:u:v) | |[(u,v)]| <1} =
VinVy =07

(a:b:c)eViNVa

=a#0und (2)?2+(£)?2<1=<<1
=c#0und (9 + (2 <1=2<1
= Widerspruch

5" ={x e R ||z| =1} ist n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Karten: O; :={ (z1,...,2pt1) € S" | 2; >0} — B1(0,...,0)
———
€R™
(xl,...,$n+1) — (xl,...,xi,...,xn+1)

(T1y ..y Tim1,4/1 — 22:155%79%”' ) (T, Ty

S" = U (Ciu Dy)

[0, 1] ist keine Mannigfaltigkeit, denn:

Es gibt keine Umgebung von 0 in [0, 1], die homéomorph zu einem offenem Intervall
ist.

Vi={(z,y) €R?|z-y =0} ist keine Mannigfaltigkeit.

Das Problem ist (0,0). Wenn man diesen Punkt entfernt, zerféllt der Raum in 4
Zusammenhangskomponenten. Jeder R™ zerféllt jedoch in hdchstens zwei Zusammen-
hangskomponenten, wenn man einen Punkt entfernt.

Vo ={(z,y) € R? ‘ 2® = y? } ist eine Mannigfaltigkeit.
X = (R\{O})U(Ol,()z)

U offen in R\ {0}, falls 01 ¢ U,0, € U

U C X offen &
de > 0 mit (—e,e) CU falls 0, € U,0, € U

Insbesondere sind (R\ {0})U{0; } und (R\{0})U{02} offen und homéomorph
zu R.

Aber: X ist nicht hausdorffsch! Denn es gibt keine disjunkten Umgebungen von 0
und 0.

2

GL,(R) ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n*, weil offene Teilmengen von R

eine Mannigfaltigkeit bilden.

Definition 24
Seien X, Y n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, U C X und V C Y offen, ® : U — V ein Ho-
moomorphismus Z = (X UY)/. mit der von u ~ ®(u)Vu € U erzeugten Aquivalenzrelation
und der von ~ induzierten Quotiententopologie.
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‘e
—

Abbildung 2.1: Zweifachtorus

Z heifit Verklebung von X und Y lings U und V. Z besitzt einen Atlas aus n-dimensionalen
Karten. Falls Z hausdoffsch ist, ist Z eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Korollar 2.1
Sind X, Y Mannigfaltigkeiten der Dimension n bzw. m, so ist X x Y eine Mannigfaltigkeit
der Dimension n + m.

Beweis: Produkte von Karten sind Karten. [ |

Beispiel 19
Mannigfaltigkeiten mit Dimension 1:

1) Offene Intervalle, R, (0,1) sind alle homdomorph
2) St
Mannigfaltigkeiten mit Dimension 2:
1) R?
2) S2% (0 Henkel)
3) T? (1 Henkel)
4) oder mehr Henkel, wie z.B. der Zweifachtorus in Abb. 2.1

Korollar 2.2
Sein € N, F : R" — R stetig differenzierbar und X = V(F) := {z € R" | F(x) =0 } das
,vanishing set.

Dann gilt:
a) X ist abgeschlossen in R”
b) Ist grad(F)(X) #0 Vz € X, soist X eine Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1.
Beweis:

a) Seiy € R™\ V(F). Weil F stetig ist, gibt es 6 > 0, sodass F(B;(y)) C B(F(y)) mit
e =3[ F(y)|. Folgt Bs(y) NV (F) =0 = R™\ V(F) ist offen.

b) Sei x € X mit grad(F)(z) # 0, also o. B. d. A. g—)ﬁ(x) #0, z = (z1,...,Tpn),

2 = (z2,...,2,) € R" ! Der Satz von der impliziten Funktion liefert nun: Es
gibt Umgebungen U von 2’ und differenzierbare Funktionen g : U — R, sodass
G:U —R" u— (g(u),u) eine stetige Abbildung auf eine offene Umgebung V' von x

in X ist.
[ |
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Beispiel 20

a) FiRY 5 R, (2,9,2) = 2> +y°+22 — 1, V(F) = S, grad(F) = (2z,2y, 22) =% $"

ist n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™*!

b) F:R? -5 R, (x,y)+ y?—a3 Esgilt: grad(F) = (=322, 2y). Also: grad(0,0) = (0,0).

100 |-

K

0

0 ?%%%%%%%

- 00

ST
7

S50
74
5

—100

I
DN ==

(a) F(z,y) =y* —a° (b) y* —az® =0

Abbildung 2.2: Rechts ist die Neilsche Parabel fiir verschiedene Parameter a.

Dabher ist Korollar 24.b nicht anwendbar, aber V(F') ist trotzdem eine 1-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit.

Definition 25
Sei X ein Hausdorffraum mit abzédhlbarer Basis der Topologie. X heifst n-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn es einen Atlas (U;, ;) gibt, wobei U; C X; offen und
; ein Homéomorphismus auf eine offene Teilmenge von

RYg:={(z1,...,2,) €R" |2, >0}

ist. R , ist ein ,Halbraum*®.

Definition 26
Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und Atlas (U;, ¢;). Dann heifit

0X :=|J{z U] pi(z)n=0}
i€l
Rand von X.

0X ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1.

Definition 27
Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Atlas (U;, ¢;)ier

Fiir 7,7 € I mit U;, U; # 0 heifit

Yij == pj 0 90;1
ei(Us NU;) = ¢;(U; N U;)

Kartenwechsel oder Ubergangsfunktion.
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7.
1777777777777 777777 7777777777777

) Halbraum
) Pair of pants ¢) Sphére mit einem Loch

Abbildung 2.3: Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand

Abbildung 2.4: Kartenwechsel

2.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition 28
Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Atlas (U, ¢;)icr-

a) X heikt differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C*, wenn jede Karten-
wechselabbildung ¢;;, ¢,j € I k-mal stetig differenzierbar ist.

b) X heift differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn X eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit der Klasse C'* ist

Definition 29
Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C* (k € NU { 0o }) mit Atlas

(Ui, pi)ier-
a) Eine Karte (U, ) auf X heifit vertréglich mit A, wenn alle Kartenwechsel o ¢;
und ; 0 o~ ! (i € I mit U; N U # 0) differenzierbar von Klasse C* sind.
b) Die Menge aller mit A vertriglichen Karten auf X bildet einen maximalen Atlas von
Klasse C*. Er heikt C*-Struktur auf X.
Eine C*°-Struktur heifst auch differenzierbare Struktur auf X.

Bemerkung 10
Fiir n > 4 gibt es auf S™ mehrere verschiedene differenzierbare Strukturen, die sog. ,,exotische
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Sphéren‘.

Definition 30
Seien X, Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension n bzw. m, x € X.

a) Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit differenzierbar in x (von Klasse C*), wenn
es Karten (U,¢) von X mit € U und (V,%) von Y mit f(U) C V gibt, sodass
Yo fop ! stetig differenzierbar von Klasse C* in o(z) ist.

b) f heifit differenzierbar (von Klasse C*), wenn f in jedem x € X differenzierbar ist.

c¢) f heifst Diffeomorphismus, wenn f differenzierbar von Klasse C* ist und es eine
differenzierbare Abbildung g : ¥ — X von Klasse C*° gibt mit g o f = idx und

f 0g = idy.
Korollar 2.3
Die Bedingung in Definition 30.a héngt nicht von den gewéhlten Karten ab.

Beweis: Seien (U',¢’) und (V',4’) Karten von X bzw. Y um x bzw. f(x) mit f(U’) C V'.
= ¢'ofo(p)!
=4’ o o) o fo(ptop)o()!
ist genau dann differenzierbar, wenn 1) o f o ¢! differenzierbar ist.

Beispiel 21
f:R—= R, x> 23 ist kein Diffeomorphismis, aber Homéomorphismus, da mit g(x) := ¢/z
gilt: fog=1idr, gof=idg

Bemerkung 11
Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist

Diffeo(X) := { f : X — X | f ist Diffeomorphismus }

eine Untergruppe von Homoo(X).

Definition 31
S C R3 heift reguléire Fliche :< Vs € S 3 Umgebung V(s) C R? 3U C R? offen: 3
differenzierbare Abbildung F': U — V N S: Rg(Jrp(u)) =2 YueU.

F heifst (lokale) reguldre Parametrisierung von S.

<
<
—
£
<
I
—~~
S
<
~
SN—

Jr(u,v) =

S
<

vglee

S

INESH LSS

=
S

—_—— — —

)

3

ST
)
S

~— — — —

Beispiel 22
1) Rotationsflichen: Sei r : R — R+ eine differenzierbare Funktion.

F:R2 5 R3 (u,v) — (r(u)cos(u),r(v)sin(u),v)

—r(v)sinu  7'(v)cosu
Jr(u,v) = | r(v)cosu r'(v)sinu
0 1

hat Rang 2 fiir alle (u,v) € R2.
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(b) Rotationskérper

(a) Kugelkooridnaten

R

smax
- COST

0.5 1

~0.5

(c) Sinus und Cosinus haben keine gemeinsamme Nullstelle
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2) Kugelkoordinaten: F : R? — R3, (u,v) — (Rcosvcosu,Rcosvsinu, Rsinv)
F(u,v) € S%, denn
R? cos?(v) cos?(u) + R? cos?(v) sin?(u) + R? sin?(v)
=R?(cos?(v) cos?(u) 4 cos®(v) sin’(u) + sin?(v))
=R? (cos®(v)(cos®(u) + sin®(u)) + sin®(v))
v) + sin® (v))

Die Jacobi-Matrix

—Rcosvsinu —Rsinvcosu
Jr(u,v) = | Rcosvcosu —Rsinvsinu
0 Rcoswv
hat Rang 2 fiir cosv # 0. In N und S ist cosv = 0.
Korollar 2.4

Jede regulire Fliche S C R? ist eine 2-dimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Beweis: z.Z.: F ! o F, ist Diffeomorphismus

Abbildung 2.5: Regulére Flache S zum Beweis von Korollar 2.4

Idee: Finde differenzierbare Funktion F;*I in Umgebung W von s, sodass F]:1| snw = F ].*1.
Ausfithrung: Sei ug € U; mit Fj(ug) = s = Fj(vo),vo € Uj.
Da rg Jp; (vo) = 2 ist, ist 0. B. d. A.

det (

und Fj(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)).

) (vo) # 0

gl@ IS |SJ
SIS

Definiere F’j Ui xR — R? durch

Fj(u,v,t) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v) + t)

Offensichtlich: Fj|UJ~x {0y =TI}

9z Oz
JF'j: —Z g—z (1) :detJﬁj(Uo,O)#O
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Analyss I g gibt Umgebungen W von F; von F}(vg,0) = Fj(v) = s, sodass Fj auf W eine

differenzierbar Inverse F' ]71 hat.

. . ~ —1 _ _
Weiter ist F; |wng = F] IIWQS = Fj 1 oFi\F Lwns) = F Ly ‘F Lwns) ist differenzier-
bar.

Definition 32
Sei G eine Mannigfaltigkeit, o : G x G — G eine Abbildung, (g,h) — g - h, sodass (G, o)

eine Gruppe ist.

(a) G heift topologische Gruppe, wenn die Abbildungeno: GXxG — Gund ¢ : G — G.

(9,h)—>g-h grg "

stetig sind.

(b) Ist G eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so heift G Lie-Gruppe, wenn (G, o) und
(G, 1) differenzierbar sind.

Beispiel 23
1) Alle endlichen Gruppen sind 0-dimensionale Lie-Gruppen.

2) GLn(R)
3) (R*,-)
4) (R>o,)
5) (R",+), denn A - B(i,j) = > ;i_; airbg; ist nach allen Variablen differenzierbar
det(A;;
(A™(09) = "G
a;1 cee Qin
Aij — : L : e R(n—l)x(n—l)
Qan1 Qnn

ist diffbar.
det A;; kann 0 werden, da:
1 1
-1 0
6) SL,(R) ={ A € GL,(R) | det(A4) =1}
grad(det —1)(A) =07
(det 1) =1-det All

8a11
Es gibt i € {1,...,n } mit 52 (det— JA#0

Bemerkung 12
Ist G eine Lie-Gruppe, g € G, so ist die Abbildung

ly:G—=G
h—g-h

ein Diffeomorphismus.
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2.3 Simplizialkomplex

Definition 33
Vo, .-, Vg

a) in allgemeiner Lage < es gibt keinen (k — 1)-dimensionalen affinen Untervektorraum,
der vy, ..., v enthdlt <v; — vy, ..., v — vg sind linear abhangig.

b) conv(vo,...,vx) = { Zf:[) Aivi | Ai >0, Zf:o Ai=1 }

Definition 34
a) Sei A" = conv(eg,...,e;) € R die konvexe Hiille der Standard-Basisvektoren
€o, . .., ex. AF heifit Standard-Simplex.

b) Fiir Punkte vy, ..., v im R™ in allgemeiner Lage heift d(vo, ..., v;) = conv(vy, ..., vk)
ein k-Simplex in R"™.

c) Ist A(vo,...,vg) ein k-Simplex und I = { ip,... 3 } C{0,...,k },soheilt s, ...3, :=
conv (v, . .., v ) Teilsimplex oder Seite von A. s;, .. .14, ist 7-Simplex.

([
(a) 0-Simplex A°

3 37,
X €1 3
24 2 €2
| | €2
1+ 14
| €0 | )
T TR T T T
1 2 3 1 2 3 €0 €1
(b) 1-Simplex A' (c) 2-Simplex AZ (d) 3-Simplex A®

Abbildung 2.6: Beispiele fiir k-Simplexe

Definition 35
a) Eine endliche Menge K von Simplizes im R™ heiftt (endlicher) Simplizialkomplex,
wenn gilt:

(i) Fir A € K und S C A Teilsimplex ist S € K
(ii) Fir A1, Ag € K ist A; N Ay leer oder ein Teilsimplex von Ay und von A,

b) |K|:=Upacx A (mit Spurtoplogie) heift geometrische Realisierung von K.

c) Ist d = max{ k | K enthilt k¥ — Simplex }, so heifit d Dimension von K.

Definition 36
Seien K, L Simplizialkomplexe. Eine stetige Abbildung

foK] =L

heiflt simplizial, wenn fiir jedes A € K gilt:
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O ML

(a) 1D Simplizialkomplex (b) 2D Simplizialkomplex (oh- ) 2D Simplizialkomplex
ne untere Fliche!)

(d) 1D Simplizialkomplex (e) 2D Simplizialkomplex

(f) P ist kein Teilsimplex, da Eigen- (g) Simplizialkomplex
schaft (ii) verletzt ist

Abbildung 2.7: Beispiele fiir Simplizialkomplexe

(i) f(A)eL
(ii) fla : A — f(A) ist eine affine Abbildung.

Beispiel 24

1) p(e1) = b, p(e2) := by
 ist eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

bo

€1

12
_—

0 €2 0 ® by

2) Folgende Abbildung A™ — A1 ist simplizial:
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Quotient nach

Punktspiegelung

Definition 37
Sei K ein endlicher Simplizialkomplex. Fiir n > 0 sei a,(K) die Anzahl der n-Simplizes in

K.
Dann heifdt
dim K
X(E) = ) (=1)"an(K)
k=0

Eulerzahl (oder Euler-Charakteristik) von K.
Beispiel 25
1) x(Ah=2-1=1
AQ) =3-3+1=1
A3

X(A%)=4—-6+4—-1=1

X(
(
2) x(Oktaeder-Oberfliche) =6 — 12 +8 = 2
X(Rand des Tetraeders) = 2
X (Ikosaeder) = 12 — 30 + 20 = 2
(
(

3) x(Wiirfel) =8 — 12+ 6 =2
X (Wiirfel, unterteilt in Dreiecksflachen) =8 — (12 +6) + (6 -2) =

Korollar 2.5
X(A™) =1 fiir jedes n € Ny

Beweis: A" ist die konvexe Hiille von (e, ..., e,) in R"*L. Jede (k + 1)-elementige Teilmenge
von { eq, ..., ey, } definiert ein k-Simplex.
= ap(A") = (Zﬁ), k=0,....,n

= x(A") = Xp o (=DF (i)
Binomischer
f(.’E) _ (IE + 1)n+1 Lehésatz Z-:f—é (n—]i—l)wk
= 0=>0% () (D = x(am) — 1
= x(A™") =1 [ |
Definition 38
a) Ein 1D-Simplizialkomplex heifst Graph.

b) Ein Graph, der homdomorph zu S ist, heifit Kreis.

¢) Ein zusammenhéngender Graph heift Baum, wenn er keinen Kreis enthélt.
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(a) Dies wird haufig auch als(b) Planare Einbettung des Te-
Multigraph bezeichnet. traeders

(c) Ks

Abbildung 2.8: Beispiele fiir Graphen

(d) Ks,3

Korollar 2.6
Fiir jeden Baum T gilt v(T) = 1.
Beweis: Induktion Uiber die Anzahl der Ecken.

Korollar 2.7
a) Jeder zusammenhéngende Graph I" enthélt einen Teilbaum 7', der alle Ecken von T"
enthilt.!

b) Ist n =a1(I") = a1(T), so ist x(I') =1 —n.
Beweis:
a) Siehe ,Algorithmus von Kruskal®.
b) x(T') = ao(T") — a1 (T)
=aog(l") — (n+ a1(T))
=ao(T)—a1(T) —n
=x(T)—n
=1—n
Korollar 2.8

Sei A ein n-Simplex und z € A° C R™. Sei K der Simplizialkomplex, der aus A durch
,Unterteilung® in = entsteht. Dann ist x(K) = x(A) = 1.

Beweis: x(K)=x(A)— (—1)" +) (-1 =x(4) |
n—Simplex k=0

(L+(-D)m+1

T wird ,Spannbaum® genannt.
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(b) A, das aus K durch Unter-
teilung entsteht

Abbildung 2.9: Beispiel fiir Korollar 2.8.

Satz 2.9 (Eulersche Polyederformel)
Sei P ein konvexes Polyeder in R?, d. h. 9P ist ein 2-dimensionaler Simplizialkomplex,

sodass gilt:
Ve,y € OP : [z,y] C P

Dann ist x(0P) = 2.

Beweis:
1) Die Aussage ist richtig fiir den Tetraeder.

2) O.B. d. A.sei 0 € Pund P C 9B1(0). Projeziere 0P von 0 aus auf 8%8;(0) = S2.
Erhalte Triangulierung von S2.

3) Sind P; und P, konvexe Polygone und Ty, T, die zugehdrigen Triangulierungen von S2,
so gibt es eine eine Triangulierungen 7', die sowohl um 7T} als auch um 75 Verfeinerung
ist.

T
T
?

7

i
.

Nach Korollar 2.8 ist x(0P1) = x(T1) = x(T') = x(T2) = x(0P) = 2, weil 0. B. d. A.
Py ein Tetraeder ist.

Korollar 2.10 (Der Rand vom Rand ist 0)
Sei K ein (endlicher) Simplizialkomplex mit Eckenmenge V und < eine Totalordnung auf V.

Sei A,, die Menge der n-Simplizes in K, d. h.

Ap(K) ={oce K |dim(c)=n} firn=0,...,d=dim(K)

und C,,(K) der R-Vektorraum mit Basis A4, (K), d. h.

Ch(K) = Z ce-0lcy, €R
c€AL(K)
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Sei 0 = A(zg, ..., xp) € Ap(K), sodass 29 < z1 < -+ < T,

Firi =0,...,n sei 00 :== A(zg,...,%4,...,Ty,) die i-te Seite von o und d, = d,o :=
Yico(=1)00 € Cpy(K) und d : Cp(K) — Cp_1(K) die dadurch definierte lineare
Abbildung.

Dann gilt: d,,—10d,, =0

c

a €3 b

Beispiel 26
a<b<c

dyo=e;—ex+ez=(c—b)—(c—a)+(b—a)=0

Beweis: Sei 0 € A,,. Dann gilt:

n

dn1(dno) = dp-1 (D _(—1)'Bi0)

=0

= (_1)idn—1(8z‘7)

=0

n n—1
=D (1) > 0i(dj0) (1)

=0 7=0
= Y (0@, + D (—1)Hoi1(90)
0<i<j<n—1 0<j<i<n
=0

weil jeder Summand aus der ersten Summe auch in der zweiten Summe vorkommt, aber mit
umgekehrten Vorzeichen. |

Definition 39
Zy = Kern(d,) € C,, B, :=Bild(d,+1) C C),

Nach Korollar 2.10 ist B, C Z,,, denn d,,11(C) € Kern(d,,) fir C € Cp11.

a) H, = Hy(K,R) := Z,,/B,, heift n-te Homotopiegruppe von K.

b) b,(K) := dimg H,, heikt n-te Belti-Zahl von K.




2.3. SIMPLIZIALKOMPLEX 36
Satz 2.11
Fiir jeden endlichen Simplizialkomplex K der Dimension d gilt:
d d
Y DR o(K) =Y (—1)Far(K) = x(K)
k=0 k=0
Bemerkung 13
Es gilt nicht a; = by Vk € Ny.
Beweis:
e Dimensionsformel fiir d,: a,, = dim Z,, + dim B,,_1 firn > 1
e Dimensionsformel fir Z,, - H,, = Z,,/B,, : dim Z,, = b,, + dim B,,
d d
= (—DFap = ag+ > (~1)*(dim Zj, + dim By,_) (2.1)
k=0 k=1
d d
=ap+» (-1)fdimZ, + > (-1 dim By, (2.2)
k=1 k=0
d d
=ao+» (-1)fdimZ, - > (~1)* dim By, (2.3)
k=1 k=0
d—1
=ag+ Y _(—1)"bg + (—1)% dim Z; — dim By (2.4)
~—
k=1 b
d—1
=by + (—1)kbk -+ (—1)dbd (2.5)
k=1
d
= (=1t (2.6)
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 5

Aufgabe 6 (Zusammenhang)

(a) Beweisen Sie, dass eine topologische Mannigfaltigkeit genau dann wegzusammenhén-
gend ist, wenn sie zusammenhéngend ist

(b) Betrachten Sie nun wie in Beispiel 8) den Raum X := (R\ {0 })U{ 0,02 } verschen
mit der dort definierten Topologie. Ist X wegzusammenhéngend?



3 Fundamentalgruppe und Uberlagerungen

3.1 Homotopie von Wegen

! !

a b a b
72 72
(a) 1 und 72 sind homotop, (b) y1 und v sind wegen dem
da man sie ,zueinander ver- Hindernis nicht homotop.

schieben* kann.

Abbildung 3.1: Beispiele fiir Wege 1 und 7

Definition 40
Sei X ein topologischer Raum, a,b € X, 71,72 : [0,1] — X Wege von a nach b, d. h.
71(0) =72(0) = a, 11 (1) =2(1) =0

a) 71 und 72 heifen homotop (71 ~ 72), wenn es eine stetige Abbildung
H(t,0) =y (t), H(t, 1) = 12(t) Vte[0,1]=:1
und H(0,s) =a und H(1,s) = b fiir alle s € I gibt.

H heifst Homotopie zwischen v, und ~s.

b) vs: I — X,vs(t) = H(t,s) ist Weg in X von a nach b fiir jedes s € I.

Korollar 3.1
JHomotop“ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Wege in X von a nach b.

Beweis:
o reflexiv: H(t,s) =~(t) firallet,s € I x I
e symmetrisch: H'(t,s) = H(t,1 —s) fiir alle t,s € I x I
e transitiv: Seien H’ bzw. H” Homotopien von 7, nach -2 bzw. von 3 nach 3.

H'(t,2s) falls 0 < s < 3

Dann sei H(t,s) := . )
H"(t,2s —1) falls 5 <s<1

= H ist stetig und Homotopie von 1 nach o

Beispiel 27
1) Sei X = S'. 4, und 5 aus Abb. 3.2 nicht homdotop.

38
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Y1

a

Abbildung 3.2: Kreis mit zwei Wegen

TODPO

Abbildung 3.3: Torus mit drei Wegen

2) Sei X = T2. v1,72 und ~3 aus Abb. 3.4 sind paarweise nicht homdotop.

3) Sei X =R? und a = b = (0,0).
Je zwei Wege im R? mit Anfangs- und Enpunkt (0, 0) sind homdotop.
Sei vo : I — R? der konstante Weg o (t) = 0 V¢ € I. Sei v(0) = (1) = 0.
H(t,s) :== (1 —s)y(t) ist stetig, H(¢,0) =~(t)Vt € I und H(¢t,1) =0Vt €
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Abbildung 3.4: Zwei Wege im R? mit Anfangs- und Enpunkt (0, 0)
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 7




Losungen der Ubungsaufgaben

Losung zu Aufgabe 1

Teilaufgabe a) Es gilt:
(i) 0, X € Tx.

(ii) Tx ist offensichtlich unter Durchschnitten abgeschlossen, d. h. es gilt fiir alle Uy, Uy €
Tx :U1NU; € Tx.

(iii) Auch unter beliebigen Vereinigungen ist Tx abgeschlossen, d. h. es gilt fiir eine
beliebige Indexmenge I und alle U; € Tx fiir allei € I : (J;c; Ui € Tx

Also ist (X, Tx) ein topologischer Raum.

Teilaufgabe b) Wéhle x = 1,y = 0. Dann gilt  # y und die einzige Umgebung von x
ist X. Day =0 € X konnen also z und y nicht durch offene Mengen getrennt werden.
(X, Tx) ist also nicht hausdorffsch.

Teilaufgabe c) Nach Bemerkung 3 sind metrische Rdume hausdorffsch. Da (X, ¥ x) nach
(b) nicht hausdorffsch ist, liefert die Kontraposition der Trennungseigenschaft, dass (X, Tx)
kein metrischer Raum sein kann.

Losung zu Aufgabe 2

Teilaufgabe a)
Beh.: Va € Z: { a } ist abgeschlossen.
Sei a € Z beliebig. Dann gilt:

Teilaufgabe b)

Beh.: { —1,1 } ist nicht offen
Bew.: durch Widerspruch
Annahme: { —1,1 } ist offen.

Dann gibt es T C B, sodass (Jy;er M = { —1,1 }. Aber alle U € B haben unendlich viele
Elemente. Auch endlich viele Schnitte von Elementen in 8 haben unendlich viele Elemente
= keine endliche nicht-leere Menge kann in dieser Topologie offen sein = { —1,1 } ist
nicht offen. |

Teilaufgabe c)
Beh.: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

42
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Bew.: durch Widerspruch

Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen p € P

Dann ist . .
7 \ { 1,41 } FS d. Agthmetlk U UO,p
peP
endlich. Das ist ein Widerspruch zu |Z| ist unendlich und |{ —1,1 } | ist endlich. [ |

Losung zu Aufgabe 3

(a) Beh.: Die offenen Mengen von P sind Vereinigungen von Mengen der Form
H Uj X H Pl
jed iENitj
wobei J C N endlich und U; C P; offen ist.

Beweis: Nach Definition der Produkttopologie bilden Mengen der Form

[1U; x [] P wobei J € N endlich und U; C Pjoffen Vj € .J
ieJ g;?

eine Basis der Topologie. Damit sind die offenen Mengen von P Vereinigungen
von Mengen der obigen Form. ]

(b) Beh.: Die Zusammenhangskomponenten von P sind alle einpunktig.

Beweis: Es seinen z,y € P und z sowie y liegen in der gleichen Zusammenhangs-
komponente Z C P. Da Z zusammenhéngend ist und Vi € I : p; : P — P; ist
stetig, ist p;(Z) C P; zusammenhéngend fiir alle ¢ € N. Die zusammenhéngenden
Mengen von P; sind genau {0} und {1}, d. h. fir alle ¢ € N gilt entweder
pi(Z) C{0} oder p;(Z) C{1}. Esseiz €{0,1} so, dass p;(Z) C {2 } fir
alle ¢ € N. Dann gilt also:

pi(x) =z =pi(y) Vi €N
—~— —~—

= =Yi

Somit folgt: x =y [ |

LGésung zu Aufgabe 6

(a) Vor.: Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit.
Beh.: M ist wegzusammehédngend < M ist zusammenhéngend

Beweis: ,,=“ Da M insbesondere ein topologischer Raum ist folgt diese Richtung
direkt aus Korollar 1.17.

,<=" Seien z,y € M und
Z :={z¢€ M |IWeg von z nach z }

Es gilt:
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(i) Z # 0, da M lokal wegzusammenhéngend ist
(ii) Z ist offen, da M lokal wegzusammenhéngend ist
(iii) Z¢ :={% € M | $Weg von z nach Z } ist offen

Da M eine Mannigfaltigkeit ist, existiert zu jedem z € Z¢ eine offene und
wegzusammenhéngende Umgebung Uz C M.

Es gilt sogar Uz C Z, denn giibe es ein Uz 3 Z € Z, so gibe es Wege 73 :
[0,1] = M,v(0) = Z,72(1) = z und ~; : [0,1] = M,7(0) = Z,71(1) = Z.
Dann wére aber

71 (22) falls 0 < z <
’}/2(21‘ — 1) falls % <zx<l1

N[ =

~v:10,1] = M, v(x):{

ein stetiger Weg von Z nach x = Widerspruch.

Da M zusammenhingend ist und M = Z U Z% , sowie Z # () folgt ZC = 0.
< =~

offen  offen
Also ist M = Z wegzusammenhédngend. ]

(b) Beh.: X ist wegzusammenhéngend.

Beweis: X := (R\{0})U{01,02 } und (R\{0})U{02} sind hombomorph zu R.
Also sind die einzigen kritischen Punkte, die man nicht verbinden kénnen konnte
01 und 0s.

Da (R\{0})U{0; } homéomorph zu R ist, exisitert ein Weg ~; von 0; zu einem
beliebigen Punkt ¢ € R\ {0 }.

Da (R\ {0})U{02} ebenfalls homomorph zu R ist, existiert auferdem ein
Weg 2 von a nach 0y. Damit existiert ein (nicht einfacher) Weg « von 0; nach
02. ]



Bildquellen

Alle Bilder, die hier nicht aufgefiihrt sind, wurden selbst erstellt.
Teilweise wurden die im folgenden aufgelisteten Bilder noch leicht modifiziert.
Abb. 0.1a S% Tom Bombadil, tex.stackexchange.com/a/42865 /5645
Abb. 0.1b Wiirfel: Jan Hlavacek, tex.stackexchange.com/a/12069 /5645
Abb. 0.1e T?: Jake, tex.stackexchange.com/a/70979/5645
Abb. 1.6 Stereographische Projektion: texample.net/tikz/examples/map-projections
Abb. 1.11 Knoten von Jim.belk aus der ,,Blue knots“-Serie:

— Trivialer Knoten: commons.wikimedia.org/wiki/File:Blue Unknot.png

Kleeblattknoten: commons.wikimedia.org/wiki/File:Blue Trefoil Knot.png

Achterknoten: commons.wikimedia.org/wiki/File:Blue Figure-Eight Knot.png
— 69-Knoten: commons.wikimedia.org/wiki/File:Blue 6 2 Knot.png
Abb. 1.12 Reidemeister-Zige: YAMASHITA Makoto (1, 2, 3)
Abb. 1.13 Kleeblattknoten, 3-Farbung: Jim.belk, commons.wikimedia.org/wiki/File:Tricoloring.png

Abb. 2.1 Doppeltorus: Oleg Alexandrov, commons.wikimedia.org/wiki/File:Double torus illustration.png
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Symbolverzeichnis

Mengenoperationen

A®  Komplement der Menge A
P(M) Potenzmenge von M

M  Abschluss der Menge M

OM  Rand der Menge M

M?° Inneres der Menge M

A x B Kreuzprodukt zweier Mengen
A C B Teilmengenbeziehung

A C B echte Teilmengenbezichung
A\ B Aohne B

AUB Vereinigung

AUB Disjunkte Vereinigung
ANB Schnitt

Zahlenmengen

N Natiirliche Zahlen ({1,2,3,...})

Z  Ganze Zahlen (NU{0,—1,-2,...})
Q Rationale Zahlen (Z U { %, %, % })

R Reele Zahlen (QU { V2,33, .. })
R* Echt positive reele Zahlen

R* Einheitengruppe von R (R\ {0})

C Komplexe Zahlen ({ a +ib|a,b € R}) Rg(M)

P Primzahlen (2,3,5,7,...)

Gruppen

Homoo(X) Homoomorphismengruppe
Iso(X) Isometriengruppe

Weiteres

B Basis einer Topologie
Bs(x) o0-Kugel um z
T Topologie

P Projektiver Raum

(-,-) Skalarprodukt

X/~ X modulo ~

[z]~  Aquivalenzklassen von x bzgl. ~
lz|| Norm von z

|z| Betrag von x

S™  Sphéare

T" Torus

mx  Projektion auf X

f~YM) Urbild von M

GL,(K) Allgemeine lineare Gruppe
(general linear group)

Rang von M

flu  f eingeschriankt auf U
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CFk-Struktur, 25

Abbildung
differenzierbare, 26
simpliziale, 30

abgeschlossen, 2

Abschluss, 3

Achterknoten, 18

Atlas, 21

Basis, 3

Baum, 32
Belit-Zahl, 35
bergangsfunktion, 24

Cantorsches Diskontinuum, 20

dicht, 3
Diffeomorphismus, 26
Dimension, 30

Euler-Charakteristik, siehe Eulerzahl
Eulersche Polyederformel, 34
Eulerzahl, 32

Farbbarkeit, 19
Fléache
regulére, 26

Graph, 32

Grenzwert, 7

Gruppe
topologische, 29

Hilbert-Kurve, 17
Homoomorphismengruppe, 9
Homd&omorphismus, 8
homotop, 38

Homotopie, 38
Homotopiegruppe, 35

Inneres, 3
Isotopie, 18
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Jordankurve, 17
geschlossene, 17

Karte, 21
Kartenwechsel, 24
Kern

offener, 3
Kleeblattknoten, 18

Klumpentopologie, siehe triviale Topologie

Knoten, 18, 16-19
aquivalente, 18
trivialer, 18

Knotendiagramm, 18

kompakt, 13

Kreis, 32

Lie-Gruppe, 29
Limes, 7

Mannigfaltigkeit, 21
differenzierbare, 25
glatte, 25
mit Rand, 24

Metrik, 5
diskrete, 6
SNCF, 6

Neilsche Parabel, 24

offen, 2
Oktaeder, 30

Polyzylinder, 16

Produkttopologie, 4

Projektion
stereographische, 9

Quotiententopologie, 4

Rand, 3, 24
Raum
hausdorffscher, 7

metrischer, 5
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topologischer, 2
Realisierung
geometrische, 30

Seite, 30
Sierpinskiraum, 3, 20
Simplex, 30
Simplizialkomplex, 30
Sphére

exotische, 26
Spurtopologie, 3
Standardtopologie, 2
stetig, 8
Stetigkeit, 8-10
Struktur

differenzierbare, 25
Subbasis, 3

Teilraum, 3
Teilsimplex, 30
Topologie
diskrete, 2, 6
euklidische, 2
triviale, 2
Zariski, 2, 11, 13
Torus, ii
Total Unzusammenhéngend, 43

Uberdeckung, 13
Umgebung, 3

Verklebung, 22
vertréglich, 25

Wiirfel, 30
Weg, 16
einfacher, 16
geschlossener, 16
Wegzusammenhang, 16

zusammenhéngend, 10
Zusammenhang, 10-12
Zusammenhangskomponente, 12
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