Definition 1
Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T) beste-
hend aus einer Menge X und ¥ C P(X) mit folgenden
Eigenschaften

(i) 0, Xex
(ii) Sind Ul, Us € T, soist Uy NU; €F
(iii) Ist I eine Menge und U; € ¥ fiir jedes i € I, so ist

Yuies

iel
Die Elemente von ¥ heifien offene Teilmengen von X.

A C X heiflt abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.



Definition 2
Sei (X, %) ein topologischer Raum und = € X.

FEine Teilmenge U C X heiftt Umgebung von z, wenn
es ein Uy € T gibt mit x € Up und Uy C U.



Definition 3
Sei (X, %) ein topologischer Raum und M C X eine
Teilmenge.

a) M°:={z € M | M ist Umgebung von x } = U U

UCM
Uves
heifft Inneres oder offener Kern von M.
b) M := ﬂ A heifit abgeschlossene Hiil-

MCA
A abgeschlossen

le oder Abschluss von M.
c) OM := M \ M° heift Rand von M.

d) M heift dicht in X, wenn M = X ist.






Definition 4
Sei (X, ¥) ein topologischer Raum.

a) B C T heikt Basis der Topologie T, wenn jedes
U € ¥ Vereinigung von Elementen aus B ist.

b) B C ¥ heiflt Subbasis, wenn jedes U € T Ver-
einigung von endlich vielen Durchschnitten von
Elementen aus ‘B ist.



Definition 5
Sei (X, T) ein topologischer Raum und Y C X.
Ty :={UNY | U € T} ist eine Topologie auf Y.

Ty heiflt Spurtopologie und (Y,Ty) heifit ein Teil-
raum von (X, %)



Definition 6
Seien X1, X2 topologische Rdume.
U C X, x X5 sei offen, wenn es zu jedem x = (21, 22) €
U Umgebungen U; um x; mit i = 1,2 gibt, sodass U; X
Uz C U gilt.

T ={UCX; xX;3|U offen } ist eine Topologie auf
X1xX5. Sie heift Produkttopologie. B = { Uy x Us | U; offe
ist eine Basis von ¥.



Definition 7
Sei X ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrela-
tion auf X, X = X/~ sei die Menge der Aquivalenz-
klassen, w: x = T, z — [x]~.

TY::{UQYMT*I(U)ETX}

(X, %) heiklt Quotiententopologie.



Definition 8
Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — RY
heiftt Metrik, wenn gilt:

(i) Definitheit: dlz,y) =0 & z =
y Ve,ye X
(ii) Symmetrie: d(z,y) =d(y,x) Vx,y €
X
(iii) Dreiecksungleichung;: d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) Va
X

Das Paar (X, d) heifit ein metrischer Raum.



Definition 9
Ein topologischer Raum X heiftt hausdorffsch, wenn
es fiir je zwei Punkte z # y in X Umgebungen U, um
z und Uy um y gibt, sodass U, N U, = 0.



Definition 10
Sei X ein topologischer Raum und (z)nen eine Folge
in X. z € X heilt Grenzwert oder Limes von (zy),
wenn es fiir jede Umgebung U von «x ein ng gibt, sodass
zn, € U fiur alle n > nog.



Definition 11
Seien X, Y topologische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung.

a) [ heifit stetig, wenn fiir jedes offene U C Y auch
f7H(U) C X offen ist.

b) f heilt Hombomorphismus, wenn f stetig ist
und es eine stetige Abbildung g : ¥ — X gibt,
sodass go f =idx und fog=idy.



Definition 12
Ein Raum X heiftt zusammenhingend, wenn es kei-
ne offenen, nichtleeren Teilmengen U;, Uz von X gibt
mit U1 NUz =0 und U; UU, = X.



Definition 13
Sei X ein topologischer Raum.

Fir x € X sei

Z@)= |J A
AC Xzhgd.
XeA

Z(z) heifit Zusammenhangskomponente.



Definition 14
Sei X eine Menge und 7' C P(X).

T heifit eine Uberdeckung von X, wenn gilt:

Vee X:dM eT :x e M



Definition 15
Ein topologischer Raum X heifit kompakt, wenn jede
offene Uberdeckung ${ von X eine endliche Teiliiberde-
ckung besitzt.

U={Ui},e;, Uioffenin X, |JUi=X

i€l



Definition 16
Sei X ein topologischer Raum.

a) Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung ~ :
[0,1] — X.

b) v heiflt geschlossen, wenn (1) = ~(0) gilt.

c) v heift einfach, wenn 7| 1) injektiv ist.



Definition 17
Ein topologischer Raum X heiftt wegzusammenhéin-
gend, wenn es zu je zwei Punkten z,y € X einen Weg
v :[0,1] = X gibt mit y(0) = z und (1) = v.



Definition 18
Sei X ein topologischer Raum. Eine (geschlossene) Jor-
dankurve in X ist ein Homéomorphismus ~ : [0,1] —
CCX (y:8'—=CCX)



Definition 19
Eine geschlossene Jordankurve in R® heifit Knoten.



Definition 20
Zwei Knoten v1,72 : S — R? heifen #Hquivalent,
wenn es eine stetige Abbildung H : S' x [0,1] = R?
gibt mit H(z,0) = v1(2), H(z,1) = 72(z) und fiir jedes
festet € [0,1]ist H, : S* — R? 2+ H(z,t) ein Knoten.
Die Abbildung H heift Isotopie zwischen ~; und ~s.



Definition 21
FEin Knotendiagramm eines Knotens ~ ist eine Pro-
jektion 7 : R®* — E auf eine Ebene E, sodass |(7]|C) ™! (z)| <
2 fiir jedes = € D.

Ist (7|C) ' (x) = {y1,¥2 }, so liegt y;1 {iber y2, wenn
(y1 — ) = A(y2 — ) fiir ein A > 1 ist.



Definition 22
Ein Knotendiagramm heiftt 3-farbbar, wenn jeder Bo-
gen von D so mit einer Farbe gefarbt werden kann, dass
an jeder Kreuzung eine oder 3 Farben auftreten und alle
3 Farben auftreten.

Definition 23
Sei X ein topologischer Raum und n € N.

a) Eine n-dimensionale Karte auf X ist ein Paar
(U, ), wobei U C X offen und ¢ : U — V Ho-
moomorphismus von U auf eine offene Teilmenge

V CR".



b) Ein n-dimensionaler Atlas A auf X ist eine Fami-
lie (Us, ¢i)ier von Karten auf X, sodass |J,.,; Us =
X.

ier Vi
¢) X heiftt (topologische) n-dimensionale Mannig-

faltigkeit, wenn X hausdorffsch ist, eine abzahl-
bare Basis der Topologie hat und ein n-dimensionalen
Atlas besitzt.



Definition 24
Seien X, Y n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, U C X
und V C Y offen, ® : U — V ein Homdomorphismus
Z = (XUY)/~ mit der von u ~ ®(u) Yu € U erzeugten
Aquivalenzrelation und der von ~ induzierten Quotien-
tentopologie.

Z heift Verklebung von X und Y ldngs U und V. Z
besitzt einen Atlas aus n-dimensionalen Karten. Falls
Z hausdorffsch ist, ist Z eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit.



Definition 25
Sei X ein Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis der
Topologie. X heifft n-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit Rand, wenn es einen Atlas (U;, ;) gibt, wobei
U; C X, offen und ¢; ein Homdomorphismus auf eine
offene Teilmenge von

RYo:={(z1,...,2n) €ER" |2 >0}

ist. RY o ist ein ,Halbraum®.



Definition 26
Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand
und Atlas (U;, ¢;). Dann heifst

8X::U{x€U,-|g0i(ac)n=0}

iel

Rand von X.



Definition 27
Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Atlas
(Ui, pi)ier
Fiir 4,5 € I mit U;, U; # 0 heiflt
Pij i=pj0p;
ei(UiNU;) = ¢; (Ui N U;)

Kartenwechsel oder Ubergangsfunktion.



Definition 28
Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Atlas

(Ui, pi)icr-
a) X heiftt differenzierbare Mannigfaltigkeit der

Klasse C*, wenn jede Kartenwechselabbildung
©ij, i,7 € I k-mal stetig differenzierbar ist.

b) X heifit differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn
X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klas-
se C* ist.



Definition 29
Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse
C* (ke NU{ oo }) mit Atlas (U;, :)ier-

a) Eine Karte (U, ) auf X heiflt vertréglich mit
A, wenn alle Kartenwechsel ¢ o ;" und ¢; 0 o™*
(i € I mit U; NU # 0) differenzierbar von Klasse
C* sind.

b) Die Menge aller mit A vertriglichen Karten auf
X bildet einen maximalen Atlas von Klasse CF.
Er heift C*-Struktur auf X.

Eine C°°-Struktur heiftt auch differenzierbare
Struktur auf X.



Definition 30
Seien X,Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Di-
mension n bzw. m, x € X.

a) Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit diffe-

renzierbar in x (von Klasse C*), wenn es Kar-
ten (U, ) von X mit z € U und (V, ) von Y mit
f(U) C V gibt, sodass 1o f oo~ stetig differen-
zierbar von Klasse C* in ¢(z) ist.

b) f heift differenzierbar (von Klasse C*), wenn
f in jedem z € X differenzierbar ist.



c¢) f heift Diffeomorphismus, wenn f differenzier-
bar von Klasse C* ist und es eine differenzierbare
Abbildung g : ¥ — X von Klasse C™ gibt mit
go f=1idx und fog=idy.



Definition 31
S C R? heifit regulére Fliche :< Vs € S 3 Umgebung

V(s) C R*3U C R? offen: 3 differenzierbare Abbildung F :
U—-VNS:Rg(Jr(u)) =2 YueU.

F heifst (lokale) reguldre Parametrisierung von S.



Definition 32
Sei G eine Mannigfaltigkeit, o : G x G — G eine Abbil-
dung, (g,h) — g - h, sodass (G, o) eine Gruppe ist.

(a) G heift topologische Gruppe, wenn die Abbil-
dungen o: G X G — Gund ¢ : G = G.

(g.h)—g-h gr—g "

stetig sind.

(b) Ist G eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so heift
G Lie-Gruppe, wenn (G,0) und (G, ) differen-

zierbar sind.



Definition 33

Seien v, ...,vr € R"™ Punkte.
a) vo,...,v sind in allgemeiner Lage < es gibt
keinen (k — 1)-dimensionalen affinen Untervektor-
raum, der vo, ..., v, enthilt <v; —vg, ..., v — Vo

sind linear abhéngig.

b) conv(vo,...,vr) = { Zf:o Aiv;

Aizo,zfzo,\i:1}



Definition 34
a) Sei A* = conv(eg,...,ex) € R™ die konvexe
Hiille der Standard-Basisvektoren eg, ..., ek.

Dann heift A* Standard-Simplex und k die Di-
mension des Simplex.

b) Fir Punkte vo,...,vx im R"™ in allgemeiner La-
ge heift 0(vo,...,vx) = conv(vo,...,v) ein k-
Simplex in R".

c) Ist A(vo,...,vx)ein k-Simplex und I = { ig,...,%, } C
{0,...,k}, so heilt si,,...s, := conv(vig, ..., i)

Teilsimplex oder Seite von A.

r

Sig,...,ip ist r-Simplex.



Definition 35
a) Eine endliche Menge K von Simplizes im R™ heift

(endlicher) Simplizialkomplex, wenn gilt:
(i) Fir A € K und S C A Teilsimplex ist S € K

(ii) Fir Aq1,As € K ist Ay N Ay leer oder ein
Teilsimplex von A; und von A,

b) |K| := Uncx & (mit Spurtopologie) heifit geo-
metrische Realisierung von K.

¢) Ist d = max { k | K enthilt k — Simplex }, so heift

d Dimension von K.



Definition 36
Seien K, L Simplizialkomplexe. Eine stetige Abbildung

[ = |1

heiftt simplizial, wenn fiir jedes A € K gilt:

(i) f(A) el
(i) fla : A — f(A) ist eine affine Abbildung.



Definition 37
Sei K ein endlicher Simplizialkomplex. Fiir n > 0 sei
an(K) die Anzahl der n-Simplizes in K.

Dann heifit

Eulerzahl (oder Euler-Charakteristik) von K.



Definition 38
a) Ein 1D-Simplizialkomplex heiflt Graph.

b) Ein Graph, der homéomorph zu S* ist, heifit Kreis.

¢) Ein zusammenhéngender Graph heifft Baum, wenn
er keinen Kreis enthalt.



Definition 39
Sei Z,, := Kern(d,) C C, und B, := Bild(dn+1) C Ch.

a) H, = H,(K,R) := Z, /B, heift n-te Homoto-
piegruppe von K.

b) b, (K) := dimg H,, heifit n-te Belti-Zahl von K.

Definition 40
Sei X ein topologischer Raum, a,b € X, v1,72 : [0,1] —
X Wege von a nach b, d. h. 71(0) = 12(0) = a, 11 (1) =
72(1) =b



a)

~v1 und 72 heifen homotop, wenn es eine stetige
Abbildung

H(t,O) = Vl(t)vH(tv 1) = 72(t) vt € [07 1] =1

und H(0,s) = a und H(1,s) = b fiir alle s € I
gibt. Dann schreibt man: 1 ~ 2
H heiftt Homotopie zwischen v und 7s.

Yo : I — X,vs(t) = H(t,s) ist Weg in X von a
nach b fiir jedes s € I.



Definition 41
Seien 71,2 Wege in X mit v1(1) = 42(0). Dann ist

() = ~v1(2t) fallsO < ¢ <
Y2(2t —1) fallsy <t <1

ein Weg in X . Er heifst zusammengesetzter Weg und
man schreibt v = 1 * 2.



Definition 42
Sei X ein topologischer Raum und = € X. Sei aufserdem

m1(X,x) :={[y] | v ist Weg in X mit v(0) =~(1) =« }

Durch [y1] *¢ [v2] == [71 * 72] wird m (X, z) zu einer

Gruppe. Diese Gruppe heifit Fundamentalgruppe in
X im Basispunkt x.



Definition 43
Ein wegzusammenhéngender topologischer Raum X heifst
einfach zusammenhingend, wenn m (X,z) = {e}
fiir ein (jedes) z € X.




Definition 44
Seien X,Y topologische Rdume, zo € X,y0 €Y, f, g :
X = Y stetig mit f(z0) = yo = g(xo).

f und g heiken homotop (f ~ g), wenn es eine ste-
tige Abbildung H : X x I — Y gibt mit H(X,0) =
f(X),H(X,1) = g(x) fir alle z € X und H(x0,S) = yo
fiir alle s € I.



Definition 45
Es seien X, Y zusammenhéngende topologische Raume

und p : Y — X eine stetige Abbildung.

p heift Uberlagerung, wenn jedes 2 € X eine offene
Umgebung U = U(z) C X besitzt, sodass p~*(U) dis-
junkte Vereinigung von offenen Teilmengen V; C Y ist
(4 € I) und p|v; : V; = U ein Hombomorphismus ist.



Definition 46
Seien X,Y topologische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung.

f heifit offen : & VV C X offen: f(V) ist offen in Y.



Definition 47
Sei M eine Menge und X ein topologischer Raum.

M heiftt diskret in X, wenn M in X keinen Haufungs-
punkt hat.



Definition 48
Sei p: Y — X Uberlagerung, Z ein weiterer topologi-
scher Raum, f: Z — X stetig.

Eine stetige Abbildung f: Z = Y heikt Liftung von
f, wenn po f = f ist.



Definition 49 _
Eine Uberlagerung p : X — X heift universell, wenn

X einfach zusammenhéangend ist.



Definition 50
Esseip:Y — X eine Uberlagerung und f: Y — Y ein
Homdomorphismus.

f heifit Decktransformation von p :< po f = p.

Ist p eine Decktransformation und | Deck(Y/X)| = degp,

so heifst p regulér.



Definition 51
Sei (G, -) eine Gruppe und X eine Menge.

Eine Gruppenoperation von G auf X ist eine Abbil-
dung o:

0:GxX =X, (gx)—g-ux,

fiir die gilt:
(i) lgoxz =2 Ve X
(ii) (g-h)ox=go(hox) Vg,he GVzr e X



Definition 52
Sei G eine Gruppe, X ein topologischer Raum und o :
G x X — X eine Gruppenoperation.

a) G operiert durch Homomorphismen, wenn fiir je-
des g € G die Abbildung

mg: X > X,x—g-X
ein Hom6omorphismus ist.

b) Ist G eine topologische Gruppe, so heifit die Grup-

penoperation o stetig, wenn o : Gx X — X stetig
ist.



Definition 53
Eine euklidische Ebene ist ein metrischer Raum (X, d)
zusammen mit einer Teilmenge () # G C P(X), sodass
die Axiome ?7? - 77 erfiillt sind:

§1) Inzidenzaxiome:

(i) Zu P # Q € X gibt es genau ein g € G mit
{PQ}Cy

(i) 19| >2 Vg€ G
(i) X ¢ G
§2) Abstandsaxiom: Zu P,Q, R € X gibt es genau
dann ein g € G mit { P,Q, R } C g, wenn gilt:
e d(P,R) =d(P,Q) + d(Q, R) oder



e d(P,Q) =d(P,R) 4+ d(R, Q) oder



Definition 54
a) P,Q, R liegen kollinear, wenn es g € G gibt mit
{ P7 Q7 R } g g'

b) Q liegt zwischen P und R, wenn d(P,R) =
d(P,Q) +d(Q, R)

c) Strecke PR :={Q € X | Q liegt zwischen P und R}

d) Halbgeraden:

PR" :={Q € X | Q liegt zwischen P und R oder R lie
PR™ :={Q € X | P liegt zwischen Q und R }



Definition 55
§3) Anordnungsaxiome

(i) Zu jedem P € X jeder Halbgerade H mit
Anfangspunkt P und jedem r € R> gibt es
genau ein @ € H mit d(P,Q) = .

(i) Jede Gerade zerlegt X \ g = H1U H> in zwei
nichtleere Teilmengen H1, Ha2, sodass fiir al-
le A€ Hy, Be€ H; miti,57 € {1,2} gilt:
ABNg#0&i#j.

Diese Teilmengen H; heiflen Halbebenen
bzgl. g.



§4) Bewegungsaxiom: Zu P,Q, P', Q' € X mit d(P, Q) =
d(P’',Q’). Isometrien 1, @2 mit p;(P) = P’ und
0i(Q) = Q',i = 1,2 (Spiegelung an der Gera-
de durch P und @ ist nach Identifizierung von
P = P und Q = Q' eine weitere Isometrie.)

§5) Parallelenaxiom: Fiir jedes g € G und jedes P €
X \ g gibt es hochstens ein h € G mit hng = 0.

Lh heiRt ,Parallele zu g durch P*.



Definition 56
a) Ein Winkel ist ein Punkt P € X zusammen mit
2 Halbgeraden mit Anfangspunkt P.
Man schreibt: Z/R1 PRy bzw. /Ry PR;>

b) Zwei Winkel sind gleich, wenn es eine Isometrie
gibt, die den einen Winkel auf den anderen abbil-
det.

2Fiir dieses Skript gilt: ZR1 PRy = ZR2PR;. Also sind insbesondere
alle Winkel < 180°.




c) ZR}P'Rj heift kleiner als /R; PR», wenn es eine
Isometrie ¢ gibt, mit p(P) = P’, o(PR1+) =
P’Ri+ und ¢(R5) liegt in der gleichen Halbebene
bzgl. PR; wie Ro und in der gleichen Halbebene
bzgl. PR2 wie R1

d) Im Dreieck APQR gibt es Innenwinkel und Au-
Renwinkel.



Definition 57
,Simplizialkomplexe® in euklidischer Ebene (X,d) hei-

fen flichengleich, wenn sie sich in kongruente Dreie-
cke zerlegen lassen.



