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Aufgabe 1

Teilaufgabe a

Gegeben:

3 15 13
A=16 6 6
2 8 19

Aufgabe: LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotwahl

Losung:
3 15 13
A =16 6 6 jj
2 8 19
01 0 6 6 6 (=3) 9(=%)
PO_ |1 o 0), AW =[3 15 13 J+
00 1 2 19 +
1 00 6 6 6
L@ — f% 1 0), AP =10 12 10 (=3
-3 01 0 6 17 1+
1 0 0 6 :
L®=10 1 o], A® =0 12 10
0 —4 1 0 0 12
Es gilt:
LG3) . L@ . p) . 40 — 4B (1)
~~ ~~
=P =R
& PA= (LW . L)1 R (2)
= L=L®. L)1 (3)

Nun gilt: PA = LR = AM (Kontrolle mit Wolfram|Alpha)


http://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B1%2C0%2C0%7D%2C%7B0.5%2C1%2C0%7D%2C%7B1%2F3%2C0.5%2C1%7D%7D*%7B%7B6%2C6%2C6%7D%2C%7B0%2C12%2C10%7D%2C%7B0%2C0%2C12%7D%7D
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Teilaufgabe b

Gegeben:
9 4 12
A=14 1 4
12 4 17

Aufgabe: A auf positive Definitheit untersuchen, ohne Eigenwerte zu berechnen.

Voriiberlegung: Eine Matrix A € R™*" heifit positiv Definit ...
oevVeeR : 2TAx >0
< Alle Eigenwerte sind grofier als 0
Falls A symmetrisch ist, gilt:

A ist pos. Definit < alle fiihrenden Hauptminore von A sind positiv

& es gibt eine Cholesky-Zerlegung A = GGT mit G ist regulire untere Dreiecksmatrix

Losung 1: Hauptminor-Kriterium

det(A41)=9>0 (5)
det(As) = ‘Z ‘1“ —9-16<0 (6)
= A ist nicht positiv definit (7)

Losung 2: Cholesky-Zerlegung

hi =van = (8)
lor = % = % (9)
531—;‘1?’11:132:4 (10)
1222\/6121—5212:\/%—?: —gﬁéR (11)

= Es ex. keine Cholesky-Zerlegung, aber A ist symmetrisch (12)

= A ist nicht pos. Definit (13)
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Aufgabe 2

Teilaufgabe a

Aufgabe Formulieren Sie einen Algorithmus in Pseudocode zum Losen des Gleichungs-

systems
Ly=0b,

wobei L eine invertierbare, untere Dreiecksmatrix ist.
Geben Sie die Formel zur Berechnung von y; an.

Losung:
_bi— S Lk Uk
lii

Yi

Algorithm 1 Calculate y in Ly = b

Require: Lower, invertable, triangular Matrix L € R™*™, Vektor b
procedure SOLVE(L, b)
forie{l,...n} do
Yi < b;
forke{l,....,i—1}do
Yi < Yi — lik - Yk
end for
end for
end procedure

Teilaufgabe b

Axr=b< PAx = Pb< LRx = Pb

Algorithm 2 Lose ein LGS Az = b
Require: Matrix A, Vektor b
procedure LOESELGS(A4, b)
P,L,R <+ LRZER(A)
b* < Pb
¢ < VORSUB(L, b¥)
x < RUECKSUB(R, ¢)
return x
end procedure
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Teilaufgabe c

Der Gesamtaufwand ist:
o LR-Zerlegung, %n?’ —

e Vektormultiplikation, 2n

—

e Vorwartssubstitution, §n2

e Riickwartssubstitution, %nQ



Numerik Klausurl - Musterlosung Seite 5V0n@

Aufgabe 3

T eY

P = (s )

Und jetzt die Berechnung

f'(x,y) - (o, y0) = f(z,y)

LR-Zerlegung fiir f'(z,y) kann durch scharfes hinsehen durchgefiihrt werden, da es in L
nur eine unbekannte (links unten) gibt. Es gilt also ausfiihrlich:

L R

——
3  cosy _ I 0y [frin 7m2 (14)
322 ¥ lig 1 0 7o
=7rin =3 (15)
= Tr12 = COSY (16)

3 cosy) (1 0} (3 cosy
:>(3:L‘2 ey)_<112 1) (0 7“22) (17)

=322 = 15-3+1-0 (18)
= llg = .7;2 (19)
:eyéxQ-cosy#—l'rgg (20)
& 199 = —x? - cosy + €Y (21)
3 cosyy (1 O 3 cos Y

= <3$2 e¥ ) a (1:2 1> (0 —x2 - cosy + ey> (22)
P=1I (23)

-1 2
G- () (21)

27

c= (3) (25)

27

5
wm) = (1) (26)

27
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Aufgabe 4

Aufgabe:

1= [ s
1. Integrand am linken und am rechten Rand interpolieren
2. Interpolationspolynom mit Quadraturformel integrieren
Losung:

Stiitzstellen:

(a, f(a)) und (b, £(b))

= Polynom 1. Grades interpoliert diese
= Gerade y = m - x + t interpoliert

fla)=a-m+t (27)

fo)y=b-m+t (28)

&t = f(a) —ma (29)

= f(b) —mb (30)

= f(a) —ma = f(b) — mb (31)

< f(a) — f(b) = ma —mb (32)
azb _ fla) — f(b)

2 m = e (33)

—t= f(a) f(a; = ;J:(b) . (34)

SO (CIES (OIS (ORI )

@t_f(a)’lljji(b) @ (37)
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Fiir Polynome ersten Grades benétigt man eine Quadraturformel vom Grad 2 (also
NICHT die Rechteckregel).

Losung 1: Mittelpunktsregel Die Mittelpunktsregel lautet
b 1
[ t@idox - afat 50 a)
a
Damit ergibt sich

fla)- b+ f(b)-a

-(a—i—l(b—a))—i- —_ )

2

pla+;(b—a))

Losung 2: Trapezregel Die Trapezregel lautet
b 1 1
F@)de = (b= a) 5 f(a) + 550)
TODO: Mache das, wer will.

Teilaufgabe b)

Sei nun f(z) = 2% und a = 0 sowie b = 4. Man soll die ermittelte Formel zwei mal auf
dquidistanten Intervallen anwenden.

Losung:

b—a b

b T
/ f@)de = / f@)de+ [ f@)de (38)

2

4 2 4
/ 22dx :/ z2dx +/ z2dx (39)
0 0 2

2 N f(0) = f(2) 1 f(0)-2+ f(2)-0
/0 Pdr e 2- (PO 04 S -0+ TZHIELD) )
:2.:—;1:2 (41)

4 _ f(2) - f(4) 1 f(2)-4+f4)-2
/2 e (4-2)(TDTIY (94 Lg gy TRBHTENZ) )

= TODO (43)
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Aufgabe 5

Teilaufgabe a

Eine Quadraturformel (b;, ¢;)i=1,. s hat die Ordnung p, falls sie exakte Losungen fiir alle
Polynome vom Grad < p — 1 liefert.

Teilaufgabe b

S

_ 1
Zbicg "= Zfirg=1,...,p
i=1 q

Teilaufgabe c

Aufgabe Bestimmen Sie zu den Knoten ¢; = 0 und ¢y = % Gewichte, um eine Quadra-
turformel maximaler Ordnung zu erhalten. Wie hoch ist die Ordnung?

Losung Als erstes stellen wir fest, dass die Knoten nicht symmetrisch (d.h. gespiegelt
bei 1) sind. TODO: Warum ist das wichtig?

5% 2 Wenn wir Ordnung s = 2 fordern, sind die Gewichte eindeutig bestimmt.

Da ¢; = 0 kann es sich nicht um die Gaufs-QF handeln. Somit kénnen wir nicht Ordnung
4 erreichen.

Nach VL kann bei Vorgabe von s Knoten auch die Ordnung s durch geschickte Wahl
der Gewichte erreicht werden. Also berechnen wir die Gewichte, um die Ordnung 2 zu
sichern:

1
b = /0 Li(x)dx (44)
b= (45)
b= (46)

Diese Gewichte by, by erfiillen die 1. und 2. Ordnungsbedingung.

2

1

3= > bi-cf (47)
=1
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(48)

O W~

Wl w

(49)

Damit ist auch die 3. Ordnungsbedingung und mit den Knoten maximale Ordnung erfiillt.



