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Aufgabe 1

Teilaufgabe a)

Gegeben:

4 2
A=12 5
8 8

8
8
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\V)

Aufgabe: Cholesky-Zerlegung A = L - LT berechnen

Rechenweg:

Algorithm 1 Cholesky-Zerlegung

function CHOLESKY (A € R™*")
L={0}eRmn
for (k=1; k<n; k++) do
Ly = \/Ak,k -y L3,
for (i=k+1; i <n; i++) do
I — Ai k=38 LijLi 5
ik =

Ly k
end for
end for
return L
end function

> Initialisiere L
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w O O

2
Losung: L= |1
4

Teilaufgabe b)

Gesucht: det(A)

Sei P-A=1L- R, die gewohnte LR-Zerlegung.

Dann gilt:

det(A) =

_ det(L) - det(R)
det(P)
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det(L) = 1, da alle Diagonalelemente 1 sind und es sich um eine strikte untere Dreiecks-
matrix handelt.

det(R) =711 ... Thn, da es sich um eine obere Dreiecksmatrix handelt.
det(P)e {1,-1}

Das Verfahren ist also:

Algorithm 2 Determinante berechnen
Require: A € R™"*™
P,L,R < LRZERL(A)
T+ 1
for 7in 1..n do
T < X1
T <X Pig
end for

Alternativ kann man auch in einer angepassten LR-Zerlegung direkt die Anzahl an Zei-
lenvertauschungen zéhlen. Dann ben6tigt man P nicht mehr. Ist die Anzahl der Zeilen-
vertauschungen ungerade, muss das Produkt der r;i negiert werden.
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Aufgabe 2

Voraussetzung: Gegeben sei eine Funktion F:

F R [-1,1]
F(z) := cos(x)

sowie eine Folge (x)g mit xp1q = F(z).

Behauptung: 3lz* :Vx € R: lim zj = 2™

k—o0

Beweis: iiber den Banachschen Fixpunktsatz.

Bewets. Sei z € R, so gilt: Teil 1: Fixpunkte
< < kénnen nur in
—1 < cos(z) <1 [0, 1] sein.
Also geniigt es « € [—1, 1] auf der Suche nach Fixpunkten zu betrach-
ten.
Sei nun z € [—1,0). Dann gilt: cos(x) > 0. Da < 0 aber F(x) > 0,
kann kein Fixpunkt in [—1,0) sein. Es gentigt also sogar, nur [0, 1] zu
betrachten.
Sei 0 <z <y < 1. Dann folgt: Teil 2: F ist auf
. [0, 1] eine
Mlttel;v;)rtsatz JL € (1., y) . w _ f/(L> (1) Kontraktion
y—x
= 3L € [0,1] : ||cosy —cosz| = || —sin(L) - (y — )| (2)
—sn@)y-a) )
——
[0,1)
= F ist Kontraktion auf [0,1] (4)

Da F|g) eine Selbstabbildung und eine Kontraktion ist und offen-
sichtlich [0, 1] abgeschlossen ist, greift der Banachsche Fixpunktsatz.
Es folgt direkt, dass auch fiir alle € [0, 1] die Folge (z); gegen den
einzigen Fixpunkt z* konvergiert. O

Anmerkung

Um zu zeigen, dass es genau einen Fixpunkt z* in (0, 1) gibt, braucht man den Banach-
schen Fixpunktsatz nicht. Nur um zu zeigen, dass die Fixpunktiteration auf fiir jedes
x € R gegen diesen Fixpunkt z* konvergiert, braucht man ihn.
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So kann man die existenz eines Fixpunktes zeigen:

Offensichtlich ist F'(0) # 0 und F(1) # 1, also ist der Fixpunkt - falls vorhanden - in
(0,1). F ist in (0,1) stetig und streng monoton fallend. Da auch —z in (0,1) streng
monoton fallend ist, folgt, dass cos(z) — = in (0, 1) streng monoton fallend ist.

x=0= cos(z) —z =cos(0) —0=1

=45 =ir <12 cos(45°) =T = L2 — T <0, da
8<9<n? (5)
=V8<r (6)
sSH2<T (7)
NOEE
AR ®)

Zwischenwertsatz
= Jz* : cos(z*) —2* =0 & Jz* : cos(z*) = z*.

Dieses x* ist eindeutig, da cos(z) — x streng monoton fallend ist.
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Aufgabe 3
Gegeben:

fil 7117
zi [-1]0]1 ]2

Teilaufgabe a)
Allgemein lauten Lagrange-Polynome:

Produkt der Nullstellen

n

IT @2
J=0,j#i
n

IT @i—=)

J=0,37#i

Normalisierungsfaktor

L=

Im speziellen:

Lo(z) = (_(lw__o(;)((_xl__ll))(‘(w__l 2_) 2) = _é (% = 32% + 20) 9)

(x4 1) (z—1)(x—2) 1
Ll(:c)_(0+1)(0_1)(0_2) _5-(x3—2x2—:c+2) (10)
(x 4+ Da(x — 2) B
Ly(x) = ) =5 (x® — 2% — 2x) (11)
_ @+ DE-0)(=-1) _ 1
Ls(z) CrD)E_0)2_1) =5 (2 — ) (12)
Durch die Interpolationsformel von Lagrange
= Z fiLi(x)
i=0
ergibt sich
p(z) = 2% 4+ 222 — 5x + 1 (13)

Anmerkung: Es ist nicht notwendig die Monomdarstellung zu berechnen. In diesem Fall
hat es jedoch das Endergebnis stark vereinfacht.
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Teilaufgabe b)

Zunéichst die dividierten Differenzen berechnen:

flzo] = flz] =1,
flzo, 1] = flz1,z2] = =2,
flwo, x1, 2] = flr1, 22,23 =5
flxo, 1,22, 73] =

Insgesamt ergibt sich also

p)=7—(x+1)-6+(z+1)-z-24+(x+1)

(z 1)

(18)
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Aufgabe 4

Teilaufgabe a)

1. Ordnung 3 kann durch geschickte Gewichtswahl erzwungen werden.
2. Ordnung 4 ist automatisch gegeben, da die QF symmetrisch sein soll.

3. Aufgrund der Symmetrie gilt Aquivalenz zwischen Ordnung 5 und 6. Denn eine
hétte die QF Ordnung 5, so wire wegen der Symmetrie Ordnung 6 direkt gegeben.
Ordnung 6 wére aber bei der Quadraturformel mit 3 Knoten das Maximum, was
nur mit der Gau-QF erreicht werden kann. Da aber ¢; = 0 gilt, kann es sich hier
nicht um die Gauf-QF handeln. Wegen erwihnter Aquivalenz kann die QF auch
nicht Ordnung 5 haben.

Da ¢; = 0 gilt, muss ¢35 = 1 sein (Symmetrie). Und dann muss ¢y = % sein. Es miissen

nun die Gewichte bestimmt werden um Ordnung 3 zu garantieren mit:

b — /O ' Li(w)da (19)
b=, (20)
b=, (21)
by — é (22)

Teilaufgabe b)

Als erstes ist festzustellen, dass es sich hier um die Simpsonregel handelt und die QF

b a
[t =0-a) 5 (1@ + 1055+ 50) (23)

ist. Wenn diese nun auf N Intervalle aufgepflittet wird gilt folgendes:

- 1)
b 1 -1 N-1 1
/ fde=he oo [f@)+ f6)+2- 3 flati-h)+4- 3 flat g htlh)
a i=1 =0

(25)
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SNV f(a+i- h) steht fiir die Grenzknoten (deshalb werden sie doppelt gezihlt). Von

i=1
den Grenzknoten gibt es insgesamt N — 2 Stiick, da die tatséchlichen Integralgrenzen a
und b nur einmal in die Berechnung mit einfliefen.

Zl]igl (a+ % ~h+1-h) sind die jeweiligen mittleren Knoten der Intervalle. Davon gibt
es N Stiick.

Teilaufgabe c)

TODO
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Aufgabe 5

Zunéchst ist nach der Familie von Quadraturformeln gefragt, fiir die gilt: (p := Ordnung
der QF)

s=3 (26)
0201<02<03 (27>
p>4 (28)

Nach Satz 29 sind in der Familie genau die QFs, fiir die gilt:
Fiir alle Polynome g(x) mit Grad < 0 gilt:

1
/0 M(2) - g(z)de = 0 (29)

Es gilt g(z) = c fiir eine Konstante ¢, da der Grad von g(x) 0 ist. Also ist [29] gleichbe-
deutend mit:

/IM(:L‘)-Cdl’:O (30)
0

1
<:>c-/ M(z)de =0 (31)
0
1
<:>/ M(z)de =0 (32)
0
1
@/ (x—c1)(x—c2)(z —c3)de =0 (33)
0
1 1 1
. o -ca= 4
<=>4 3 (02+C3)+2 ca-c3 =0 (34)
I
s "= (35)
37 2°4

Natiirlich miissen auch die Gewichte optimal gewahlt werden. Dafiir wird Satz 28 genutzt:

0 0 0

C1 C2 C3
Sei b7 = (by, by, b3) der Gewichtsvektor. Sei zudem C := | ¢1! ¢! 3t
2 2 2

C1 C2 C3

Dann gilt: C ist invertierbar und b = C~! -

Q= =t

Es gibt genau eine symmetrische QF in der Familie. Begriindung:
Aus ¢; = 0 folgt, dass c3 = 1 ist. Auerdem muss ¢y = % sein. Also sind die Knoten
festgelegt. Da wir die Ordnung > s = 3 fordern, sind auch die Gewichte eindeutig.

Es handelt sich um die aus der Vorlesung bekannte Simpsonregel.



