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Numerik Klausur 1 - Musterlosung

Aufgabe 1

Teilaufgabe a

Gegeben:

3 15 13
A=16 6 6
2 8 19

Aufgabe: LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotwahl

Losung:
3 15 13 jj
A =16 6 6
2 8 19
010 6 6 (=3 (=D
PO_ |1 o 0), AW =[3 15 13 J+
001 2 8 19 +
1 00 6 6 6
L) — fﬁ 1 0)’ A =10 12 10 1-(%)
-3 01 0 17 +
1 0 0 6 :
I@=(o0o 1 o, A® =10 12 10
0 —4 1 0 0 12
Es gilt:
L@ .M. p) 40 = 4B) (1)
~ ~~
:;P :ZR
& PA=(L®.LM)"1. R (2)
= L= (L®. W)™ (3)
1 00
-1 10 (4)
119
3 2

Nun gilt: PA = LR = AM (Kontrolle mit Wolfram|Alpha)


http://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B1%2C0%2C0%7D%2C%7B0.5%2C1%2C0%7D%2C%7B1%2F3%2C0.5%2C1%7D%7D*%7B%7B6%2C6%2C6%7D%2C%7B0%2C12%2C10%7D%2C%7B0%2C0%2C12%7D%7D
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Teilaufgabe b

Gegeben:
9 4 12
A=14 1 4
12 4 17

Aufgabe: A auf positive Definitheit untersuchen, ohne Eigenwerte zu berechnen.

Voriiberlegung: Eine Matrix A € R™*"™ heifit positiv definit ...

oeVzeR"W{0}:2T4z >0
< Alle Eigenwerte sind grofier als 0

Falls A symmetrisch ist, gilt:

A ist positiv definit < alle fiihrenden Hauptminore von A sind positiv

& es gibt eine Cholesky-Zerlegung A = GGT

Losung 1: Hauptminor-Kriterium

det(A1) =9 >0

9 4
4 1

= A ist nicht positiv definit

det(AQ):‘ ‘:9—16<0

Losung 2: Cholesky-Zerlegung

i = Van =
l an 4
2= 773

asi 12
l = 2 = _— =4
3= 3

16 7
_ 2 _ _
lag = /a2 —l21 —\/1—5— —§¢R

= Es ex. keine Cholesky-Zerlegung, aber A ist symmetrisc
= A ist nicht positiv definit

h (12)
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Aufgabe 2

Teilaufgabe a

Aufgabe Formulieren Sie einen Algorithmus in Pseudocode zum Losen des Gleichungs-

systems
Ly=0b,

wobei L eine invertierbare, untere Dreiecksmatrix ist.
Geben Sie die Formel zur Berechnung von y; an.

Losung:
_bi— S Lk Uk
lii

Yi

Algorithm 1 Calculate y in Ly = b

Require: Lower, invertable, triangular Matrix L € R™*™, Vektor b
procedure SOLVE(L, b)
forie{l,...n} do
Yi < b;
forke{l,....,i—1}do
Yi < Yi — lik - Yk
end for
end for
end procedure

Teilaufgabe b

Axr=b< PAx = Pb< LRx = Pb

Algorithm 2 Lose ein LGS Az = b
Require: Matrix A, Vektor b
procedure LOESELGS(A4, b)
P,L,R <+ LRZER(A)
b* < P-b
¢ < VORSUB(L, b¥)
x < RUECKSUB(R, ¢)
return x
end procedure
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Teilaufgabe c

Der Gesamtaufwand ist:
o LR-Zerlegung, %n?’ —

e Vektormultiplikation, 2n

—

e Vorwartssubstitution, §n2

e Riickwartssubstitution, %nQ
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Aufgabe 3

Die Jacobi-Matrix von f lautet:

P = (5 0Y)

Hierfiir wurde in in der ersten Spalte nach = abgeleitet und in der zweiten Spalte nach y.
Eine Iteration des Newton-Verfahren ist durch

T1 =k —f () " flan) (14)
Az

gegeben (vgl. Skript, S. 35).

Zur praktischen Durchfiithrung l6sen wir

[ (o, yo) Az = — f(20, v0) (15)
L-R-Az = —f(xo,y0) (16)

=:C

mit Hilfe der LR Zerlegung nach Az auf.

Losungsvorschlag 1 (Numerische L6sung)

f'(x0,90) =L-R (17)
& f(=1/3,0)= LR (15)
=:L =R
3 1 1 0 3 1
G)-GG6 ) 1)
L-c=—f(zo0,%0) (20)



Numerik Klausur 1 - Musterlésung Seite 6 von

Anschlielend berechnen wir

©(2>_<§)+é<19 (27)
= ()=o) o

Losungsvorschlag 2 (Analytische Losung)

LR-Zerlegung fiir f/(z,y) kann durch scharfes hinsehen durchgefiihrt werden, da es in L
nur eine Unbekannte links unten gibt. Es gilt also ausfiihrlich:

L R
—f— ———

3 cosyy (1 O 11 T12
<3l‘2 ey ) N (llg 1> ( 0 TQQ) (29)
=ry; =3 (30)
= r19 = COSY (31)

3 cosyyl (1 O 3 cosy
:><3x2 ey >_<l12 1> (0 7“22) (32)

=322 =155-341-0 (33)
= l12 = 1‘2 (34)
:eyéx2~cosy+1-r22 (35)
& o9 = —a” - cosy + ¥ (36)

3 cosyy (1 O 3 cosy
= (3x2 eY ) N (1‘2 1> <0 —a2 - cosy + ey) (37)
P=1 (38)

!Dieser Schritt wird durch Vorwértssubsitution berechnet.
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Aufgabe 4

Aufgabe:

1= [ s
1. Integrand am linken und am rechten Rand interpolieren
2. Interpolationspolynom mit Quadraturformel integrieren
Losung:

Nutze Interpolationsformel von Lagrange:

H;L:I,j;éi(x — x;j)
H?:l,j;éi(xi )

1
p(a) =S £ Li(a)
1=0

L=

Berechne Lagrangepolynome:

T—0b
Lo(w) = a—b
r—a
L -
1(@) b—a
So erhalten wir:
T—0b T —a

pw) = fla) =] + (0) ]
_ f@b-2) + )~ a)

b—a
= fla)b— f(a)xr+ f(b)r — f(b)a
b—a
- (J) ~ J(@) + f(a)b — F(b)a
b—a
IO f@  fab— fb)a
b—a b—a

=:7r =8
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Nun integrieren wir das Interpolationspolynom:

b T
/p(x)dx: [2m2+sx]z (48)
a’r 2y
= 2+sa>—<b2+sb> (49)
:a(a;+s)—b<b2r+s> (50)
qf0=1(a) b — a f()—f(a) b — a
:a< = (O (0 >_b<b o )S_f(b)) (51)
_ af(a) +2bf(a) — af(b) bf(b) + bf(a) — 2af(b)
o (FHERRN) () @
.. theoretisch sollte das zu (b — a)(f(;) + f(2b)) zu vereinfachen sein  (53)
Alternativer Rechenweg
b b B b
/ pla)dz = / /(@) _de JRC
[y, @, 0, [0
=/ a—b ) ) ﬁd:p— ; ﬁd.’ls
1 fla)-b? 1 f(a)'a fla)-b*  fla)-b-a 1 f(b)-b?
T2 a—-b 2 a—-b  a-—b * a—2b +2 b—a
L 0 b )
2 b-a b—a b—a
—p—a)- (21O

Betrachtet man nun die allgemeine Quadraturformel,

b S
/ F()de ~ (b —a) S bif(a+ cilb— a))
a =1

so gilt fir die hergeleitete Quadraturformel also s =2, ¢; = 0,c0 = 1 und by = by = %
Sie entspricht damit der Trapezregel.
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Teilaufgabe b)

Sei nun f(z) = 2% und a = 0 sowie b = 4. Man soll die ermittelte Formel zwei mal auf
dquidistanten Intervallen anwenden.

Losung:

/04p(a:)dx = /02 p(x)dx + /24p(x)dx (54)
:(2—0)-<2+3>+(4—2)-<3+126> (55)
—2.242(2+8) (56)

=24 (57)
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Aufgabe 5

Teilaufgabe a

Eine Quadraturformel (b;, ¢;)i=1,. s hat die Ordnung p, falls sie exakte Losungen fiir alle
Polynome vom Grad < p — 1 liefert.

Teilaufgabe b

Die Ordnungsbedingungen, mit denen man zeigen kann, dass eine Quadraturformel min-
destens Ordnung p hat, lautet:

S
_ 1
Vpe{l,...,p}:Zbin 1:5
i=1

Teilaufgabe c

Aufgabe Bestimmen Sie zu den Knoten ¢; = 0 und ¢3 = % Gewichte, um eine Quadra-
turformel maximaler Ordnung zu erhalten. Wie hoch ist die Ordnung?

Losung Nach VL kann bei Vorgabe von s Knoten auch die Ordnung s durch geschickte
Wahl der Gewichte erreicht werden. Nach Satz 27 ist diese Wahl eindeutig. Also berechnen
wir die Gewichte, um die Ordnung p = 2 zu sichern.

Dazu stellen wir zuerst die Lagrange-Polynome auf:

T — T9 T —Cy x —2/3 3
L = = = —— 1 58
1(1’ r1 — T2 C1 — Co —2/ 2$+ ( )
- — 3
Lg(x—x r, _r—a _x 3 (59)




Numerik Klausur 1 - Musterlésung Seite 11 von

Nun sind die Ordnungsbedingungen zu {iberpriifen:

U1 2 by + bacd = 1/a+3/a v (63)
1/2;b10%+bzc§:i-0+g'§/ (64)
1/3;blc%+bgc§:i-0+z'g/ (65)
Vit + o= 045 O X (66)

(67)

Die Quadraturformel mit den Knoten ¢; = 0, ca = 2/3 sowie den Gewichten b; = 1/4,
by = 3/4 erfiillt also die 1., 2. und 3. Ordnungsbedingung, nicht jedoch die 4. Ordnungs-
bedingung. Thre maximale Ordnung ist also p = 3.

Anmerkungen: Da ¢; = 0 kann es sich nicht um die Gau-QF handeln. Somit kénnen
wir nicht Ordnung p = 4 erreichen.

Bei der Suche nach den Gewichten hétte man alternativ auch das folgende LGS 16sen
konnen:

(o )= ) &



