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Sei (X, %) ein topologischer Raum und z € X.

Eine Teilmenge U C X heifft Umgebung von z, wenn es ein
Uy € ¥ gibt mit x € Uy und Uy C U.

Gilt eine Eigenschaft in einer Umgebung, so sagt man, dass

die Eigenschaft lokal gilt.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, ¥) bestehend aus
einer Menge X und ¥ C P(X) mit folgenden Eigenschaften
i) 0, X e%
(ll) Sind Ul, U, € {E, soist UyNU; €%
(iii) Ist I eine Menge und U; € ¥ fiir jedes i € I, so ist
Yuiez
=
Die Elemente von ¥ heiffen offene Teilmengen von X.
A C X heilit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Sei (X, %) ein topologischer Raum.
a) B C T heilst Basis der Topologie ¥, wenn jedes U €
Vereinigung von Elementen aus 8 ist.
b) & C ¥ heikt Subbasis der Topologie T, wenn jedes
U € ¥ Vereinigung von endlichen Durchschnitten von
Elementen aus S ist.

Sei (X, %) ein topologischer Raum und M C X eine Teilmen-
ge.
a) M° := {x € M| M ist Umngebung von z } = U U

UCM
Ue¥®

hjiﬁt Inneres oder offener Kern von M.
b) M := ﬂA heift abgeschlossene Hiille oder Ab-

MCA
A abgeschlossen

schluss von M.
¢) OM := M \ M° heift Rand von M.

d) M heiRt dicht in X, wenn M = X ist.

Seien X5, X5 topologische Raume.
U C X7 x Xo sei offen, wenn es zu jedem = = (z1,22) € U
Umgebungen U; um x; mit ¢ = 1, 2 gibt, sodass Uy x Us C U

gilt.

T = {UC X1 xXy|Uoffen} ist eine Topolo-
gie auf X; x Xs. Sie heift Produkttopologie.
B = {U; xUs|U;offenin X;,i=1,2} ist eine Basis
von ¥.

Sei (X, %) ein topologischer Raum und ¥ C X.

Ty :={UNY | U € T} ist eine Topologie auf Y.

Ty heifst Teilraumtopologie und (Y,%y) heift ein Teil-
raum von (X,¥).

Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R{ heifit
Metrik, wenn gilt:
(i) Definitheit:
X
(ii) Symmetrie:
(iii) Dreiecksungleichung:
dly,z) Vr,y,z€ X
Das Paar (X, d) heifit ein metrischer Raum.

dlz,y) =0z =y Vr,y€

d(z,y) = d(y,z) Ve,ye X
d(z, z) < d(z,y) +

i X ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf

Se
X, X = X/ sei die Menge der Aquivalenzklassen, 7 : X —
X, = [z]..

Tr={UCX|n ' (U)eTx }

(X, %) heift Quotiententopologie.




Isometrie Raum, hausdorffscher
Grenzwert Abbildung, stetige
Limes Homo6omorphismus

zusammenhangender
zusammenhingende

Zusammenhangskomponente

Uberdeckung

Raum, kompakter




Ein topologischer Raum X heiftt hausdorffsch, wenn es fiir
je zwei Punkte z # y in X Umgebungen U, um « und U, um
y gibt, sodass U, N U, = 0.

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume und ¢ : X — Y
eine Abbildung mit

Vai, 0 € X 1 dx(21,22) = dy (p(x1), o(x2))

Dann heiftt ¢ eine Isometrie von X nach Y.

Seien (X,%x), (Y,%y) topologische Rdume und f : X — Y
eine Abbildung.
a) [ heifit stetig :& VU € Ty : f71(U) € Tx.
b) f heift HomSomorphismus, wenn f stetig ist und es
eine stetige Abbildung g : Y — X gibt, sodass go f =
idX und f o0g= idy.

Sei X ein topologischer Raum und (z),en eine Folge in X.
x € X heit Grenzwert oder Limes von (z,), wenn es fiir
jede Umgebung U von x ein ng gibt, sodass x,, € U fiir alle
n > ng.

Sei X ein topologischer Raum.
Fiir x € X sei Z(x) C X definiert durch

Z(x) = UA

AC X zhgd.
z€A

Z(x) heiftt Zusammenhangskomponente.

a) Ein Raum X heifit zusammenhingend, wenn es keine
offenen, nichtleeren Teilmengen U, Us von X gibt mit
UlﬂU2:®und U1UU2:X.

b) Eine Teilmenge Y C X heifit zusammenhéngend, wenn
Y als topologischer Raum mit der Teilraumtopologie
zusammenhéangend ist.

Ein topologischer Raum X heift kompakt, wenn jede offene
Uberdeckung von X

U={U },c; mit U; offen in X
eine endliche Teiliiberdeckung

JUi = X mit |J]eN
i€JCI

besitzt.

Sei X eine Menge und 4 C P(X).
i1 heifit eine Uberdeckung von X, wenn gilt:

Vee X:AM el :x e M




Weg

Weg, geschlossener Wegzusammenhang
Weg, einfacher
Jordankurve Knot
Jordankurve, geschlossene nhoten
Knoten, aqu.lvalente Knotendiagramm
Isotopie
Karte
Farbbarkeit Atlas

Mannigfaltigkeit




Ein topologischer Raum X heifst wegzusammenhingend,
wenn es zu je zwel Punkten 2,y € X einen Weg v : [0,1] = X
gibt mit y(0) = z und v(1) = y.

Sei X ein topologischer Raum.
a) Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung v : [0,1] — X.
b) v heiflt geschlossen, wenn (1) = v(0) gilt.
c) 7 heift einfach, wenn |(g ) injektiv ist.

Eine geschlossene Jordankurve in R? heikt Knoten.

Sei X ein topologischer Raum. Eine Jordankurve in X ist
ein Homdomorphismus v : [0,1] - C € X bzw. v : S —
C C X, wobei C := Bild~.

Sei 7 : [0,1] — R? ein Knoten, E eine Ebene und 7 : R® — F
eine Projektion auf E.
7 heiftt Knotendiagramm von v, wenn gilt:

|7T71(I)’ <2 Vzemn(y)
Ist (7|yo,1)) " (x) = {y1,y2 }, so liegt y; iiber y;, wenn

gilt:
A>T (y1—x) = A(y2 — )

Zwei Knoten 71,72 : S' — R3 heiflen Aiquivalent, wenn es
eine stetige Abbildung

H:S'x[0,1] - R3

gibt mit

und fiir jedes feste ¢ € [0,1] ist
H,:S'" - R3 20 H(z,t)

ein Knoten. Die Abbildung H heifft Isotopie zwischen v

und ys-

Sei (X, %) ein topologischer Raum und n € N.

a) Eine n-dimensionale Karte auf X ist ein Paar (U, ),
wobei U € T und ¢ : U — V Homdomorphismus von
U auf eine offene Teilmenge V' C R™.

b) Ein n-dimensionaler Atlas A auf X ist eine Familie
(Ui, @i)icr von Karten auf X, sodass | J;c; U; = X.

¢) X heifit (topologische) n-dimensionale Mannigfaltig-
keit, wenn X hausdorflsch ist, eine abzéhlbare Basis der

Topologie hat und einen n-dimensionalen Atlas besitzt.

Ein Knotendiagramm heifst 3-firbbar, wenn jeder Bogen von
D so mit einer Farbe gefarbt werden kann, dass an jeder Kreu-
zung eine oder 3 Farben auftreten und alle 3 Farben auftreten.




Verklebung Mannigfaltigkeit, mit Rand
Rand Ubergangsfunktion
vertraglich

Mannigfaltigkeit, differenzierbare
Mannigfaltigkeit, glatte

C*-Struktur
Struktur, differenzierbare

Abbildung, differenzierbare
Diffeomorphismus

Flache, regulare
Parametrisierung, regulare




Sei X ein Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis der Topolo-
gie. X heillt n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand,
wenn es einen Atlas (U;, ;) gibt, wobei U; C X; offen und
; ein Homdomorphismus auf eine offene Teilmenge von

RY o :={(21,...,2,) ER" |2, >0}

ist.

Seien X,Y n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, U C X und
V C Y offen, ® : U — V ein Homéomorphismus Z =
(X UY)/~ mit der von u ~ ®(u) Yu € U erzeugten Aquiva-
lenzrelation und der von ~ induzierten Quotiententopologie.
Z heiftt Verklebung von X und Y ldngs U und V. Z besitzt
einen Atlas aus n-dimensionalen Karten. Falls Z hausdorffsch
ist, ist Z eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Atlas
(Ui, pi)ier
Fiir ¢, € I mit U; NU; # 0 heifit

pij = pjop; !
(pZ(Ul N U]) — (pj(Ui n U])

Kartenwechsel oder Ubergangsfunktion.

Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und
Atlas A. Dann heifst

0X = U {zeUlpx)=0}
(Up)eA

Rand von X.

Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C*
(ke NU{oo}) mit Atlas A = (U;, ¢;)ier-

a) Eine Karte (U, ¢) auf X heift vertréglich mit A, wenn
alle Kartenwechsel ¢ o ;' und ¢; o p=! (i € I mit
U; N U # ) differenzierbar von Klasse C* sind.

b) Die Menge aller mit A vertriglichen Karten auf X bil-
det einen maximalen Atlas der Klasse C*. Er heift C*-
Struktur auf X.
Eine (C°°-Struktur
Struktur auf X.

heilt auch differenzierbare

Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Atlas

(Ui, i)ier-
a) X heift differenzierbare Mannigfaltigkeit der
Klasse C*, wenn jede Kartenwechselabbildung

©ij, % J € I k-mal stetig differenzierbar ist.

b) X heifst differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn X
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C°
ist.

S C R? heifit regulire Fliche :< Vs € S 3 Umgebung
V(s) € R® 3U C R? offen: 3 differenzierbare Abbildung F :
U—=VnS:Reg(Jp(u) =2 Yuel.

F heifit (lokale) reguléire Parametrisierung von S.

v u

F(u,v) = (x

—~

v), 2(u, v))

—~
£

Y

)
Z(p) 2(p)
Jetu) = | H) )
52(») %2(p)

Seien X, Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension
n bzw. m, x € X.
a) Eine stetige Abbildung f : X — Y heift differenzier-

bar in x (von Klasse C*), wenn es Karten (U, ) von X
mit x € U und (V,4) von Y mit f(U) C V gibt, sodass
o fop! stetig differenzierbar von Klasse C* in ¢(x)
ist.

b) f heikt differenzierbar (von Klasse C*), wenn f in
jedem z € X differenzierbar ist.

¢) f heift Diffeomorphismus, wenn f differenzierbar
von Klasse C*° ist und es eine differenzierbare Abbil-
dung g : Y — X von Klasse C* gibt mit go f = idx
und fog=idy.




Gruppe, topologische
Lie-Gruppe

Lage, allgemeine
Punkt
Hiille, konvexe

Standard-Simplex

. Simplizialkomplex
Simplex . . .
o Realisierung, geometrische
Teilsimplex . .
. Dimension
Seite
Abbildung, simpliziale Eulerzahl
Graph
Kreis Triangulierung

Baum




Seien vy, . ..,vr € R™ Punkte.
a) vp,..., U sind in allgemeiner Lage
< es gibt keinen (k — 1)-dimensionalen affinen Unter-
vektorraum, der vg, ..., v, enthélt
& U1 — Vg, .., Uk — Ug sind linear unabhéngig.

b) conv(vy,...,v) = { Zf:o Aiv; ‘ A >0, Zf:o A =1 }

heiftt die konvexe Hiille von vy, ..., v.

Sei G eine Mannigfaltigkeit und (G, o) eine Gruppe.
a) G heifst topologische Gruppe, wenn die Abbildungen
0:GXG— Gund t: G — G definiert durch

goh:=g-hund ((g) =g !
stetig sind.

b) Ist G eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so heifft
G Lie-Gruppe, wenn (G,0) und (G,¢) differenzierbar
sind.

a) Eine endliche Menge K von Simplizes im R™ heift (end-
licher) Simplizialkomplex, wenn gilt:
(i) Fir A € K und S C A Teilsimplex ist S € K.
(il) Fir Ay, Ag € K ist A1 N As leer oder ein Teilsim-
plex von A; und von As.
b) |K|:=Uack A (mit Teilraumtopologie) heift geome-
trische Realisierung von K.
¢) Ist d = max { k € Ny | K enthélt k-Simplex }, so heift

d die Dimension von K.

a) Sei A" = conv(eg,...,e,) C R"™! die konvexe Hiille
der Standard-Basisvektoren eg, ..., e,.

Dann heiftt A” Standard-Simplex und n die Dimen-
sion des Simplex.

b) Fiir Punkte vy, ..., v im R™ in allgemeiner Lage heifit

A(vg,...,vE) = conv(vy,...,v) ein k-Simplex in R™.
c) Ist A(vo,...,v;) ein k-Simplex und I = {ig,...,4, } C
{0,...,k}, soist s;,.. 4. = conv(vi,,...,v;.) ein -

Simplex und heifst Teilsimplex oder Seite von A.

Sei K ein endlicher Simplizialkomplex. Fiir n > 0 sei a,(K)
die Anzahl der n-Simplizes in K.

Dann heifdt
dim K

X(EK) =) (1) an(K)

n=0

Eulerzahl (oder Euler-Charakteristik) von K.

Seien K, L Simplizialkomplexe. Eine stetige Abbildung
foK] = |L|
heifit simplizial, wenn fiir jedes A € K gilt:

a) f(A) €L
b) fla : A — f(A) ist eine affine Abbildung.

Sei X ein topologischer Raum, K ein Simplizialkomplex und
h:|K|—-X

ein Hom6omorphismus von der geometrischen Realisierung
| K| auf X. Dann heifit h eine Triangulierung von X.

a) Ein 1D-Simplizialkomplex heifst Graph.
b) Ein Graph, der homéomorph zu S?! ist, heifit Kreis.

¢) Ein zusammenhéngender Graph heift Baum, wenn er
keinen Kreis enthélt.




Homologiegruppe Weg, homotope
Betti-Zahl Homotopie
Inklusionsabbildung
Weg, zusammengesetzter Retraktion

Deformationsretrakt

Fundamentalgruppe

einfach zusammenhingend

Abbildung, homotope

Uberlagerung




Sei X ein topologischer Raum, a,b € X, v1,7v2 : I — X Wege
von a nach b, d. h. y1(0) = %2(0) = a, v1(1) =72(1) =b

~1 und 7, heiflen homotop, wenn es eine stetige Abbildung
H:IxI— X mit

H(t,0) =y (t)Vt e T
H(t,1) = y(t) Vt e T

und H(0,s) = a und H(1,s) = b fiir alle s € I gibt. Dann
schreibt man: v ~ o

H heifst Homotopie zwischen 7; und ~,.

Sei K ein Simplizialkomplex, Z,, := Kern(d,) € C, und
B, :=Bild(d,+1) C C,.
a) H, = H,(K,R) := Z,/B, heift n-te Homologie-
gruppe von K.
b) b, (K) := dimg H,, heifit n-te Betti-Zahl von K.

Sei X ein topologischer Raum, A C X, r : X — A eine stetige
Abbildung und ¢ = (idx)|a.
a) ¢t : A — X mit «(z) = z heift die Inklusionsabbil-

dung und man schreibt: ¢ : A — X.
b) r heifst Retraktion, wenn r|4 = idy4 ist.

¢) A heift Deformationsretrakt, wenn es eine Retrak-
tion r auf A mit 1 or ~ idx gibt.

Seien 71,72 Wege in X mit v1(1) = v2(0). Dann ist

- ’71(2t)
= {72(275 -1

fallsO§t<%

falls § <t <1

ein Weg in X . Er heifit zusammengesetzter Weg und man
schreibt v = 1 * ys.

Ein wegzusammenhéngender topologischer Raum X heifst
einfach zusammenhéngend, wenn 7 (X, z) = { e } fiir ein
reX.

Sei X ein topologischer Raum und x € X. Sei aufferdem
m (X, ) :={[v] |7 ist Weg in X mit y(0) =~(1) =z}

Durch [y1] g [v2] := [y1 * 2] wird 71 (X, z) zu einer Gruppe.
Diese Gruppe heift Fundamentalgruppe von X im Basis-
punkt x.

Es seien XY zusammenhingende topologische Rdume und
p:Y — X eine stetige Abbildung.

p heift Uberlagerung, wenn jedes z € X eine offene Um-
gebung U = U(x) C X besitzt, sodass p~!(U) disjunkte Ver-
einigung von offenen Teilmengen V; C Y ist (j € I) und
plv; : V; = U ein Homdomorphismus ist.

|7| heikt Grad der Uberlagerung p und man schreibt:

degp = |1]

Seien X,Y topologische Rdume, g € X,y0 €Y, f,9g: X =Y
stetig mit f(x0) = yo = g(zo).

f und ¢ heiflen homotop (f ~ g), wenn es eine stetige Ab-
bildung H : X x [ — Y mit

gibt.




Abbildung, offene

diskret

Liftung Uberlagerung, universelle
. Uberlagerung, regulire
Umgebungsbasis Decktransformationsgruppe
Gruppenoperation Gruppe operiert durch Homéomorphismen

Gruppenoperation, stetige




Sei X ein topologischer Raum und M C X.
M heifst diskret in X, wenn M in X keinen Haufungspunkt
hat.

Seien (X,%x), (Y, %y) topologische Rdume und f : X — Y
eine Abbildung.
f heift offen :& VU € Tx : f(U) € Ty.

Eine Uberlagerung p : X — X heiRt universell, wenn X
einfach zusammenhéngend ist.

Es seien X, Y, Z topologische Ridume, p : Y — X eine Uber-
lagerung und f : Z — X stetig.
Eine stetige Abbildung f : Z — Y heift Liftung von f, wenn

po f = fist.

Es sei p : Y — X eine Uberlagerung und f : ¥ — Y ein
Homdomorphismus.
a) f heift Decktransformation von p :& po f = p.
b) Die Decktransformationen von p : ¥ — X bilden mit
der Verkettung eine Gruppe, die sog. Decktransfor-

mationsgruppe. Man schreibt: Deck(p), Deck(Y/X)

oder Deck(Y — X).
¢) p heift regulér, wenn |Deck(Y/X)| = degp gilt.

Sei (X, %) ein topologischer Raum und z € X.
U C ¥ heiftt eine Umgebungsbasis von x, wenn jede offene
Umgebung von z eine Teilmenge von U enthélt.

Sei G eine Gruppe, X ein topologischer Raum und o : G x
X — X eine Gruppenoperation.

a) G operiert durch Hom&éomorphismen, wenn fiir
jedes g € G die Abbildung

mg: X - X,x+>gox

ein Homo6omorphismus ist.
b) Ist G eine topologische Gruppe, so heift die Gruppen-

operation o stetig, wenn
Vg € G : my ist stetig

gilt.

Sei (G, -) eine Gruppe und X eine Menge.
Eine Gruppenoperation von G auf X ist eine Abbildung
0:Gx X — X fur die gilt:

a) lgoxz =z VeeX

b) (9-h)ox=go(hox) Vg,he GVz € X




Geometrie

Ebene, euklidische

Gerade Inzidenzaxiome
Abstandsaxiom
kollinear Anordnungsaxiome
liegt zwischen Halbebene
Strecke Bewegungsaxiom
Halbgerade Parallele
Winkel
Innenwinkel Simplizialkomplexe, flaichengleiche
Aulienwinkel

Gerade, hyperbolische

Moé6biustransformation




Eine euklidische Ebene ist eine Geometrie (X,d,G), die
Axiome §1 - §5 erfiillt:
§1) Inzidenzaxiome:
(i) Zu P # Q € X gibt es genau ein ¢ € G mit
{PQ}Cy.
(i) |g| >2 Vge G
(i) X ¢ G
§2) Abstandsaxiom: Zu P,Q, R € X gibt es genau dann
ein g € Gmit { P,Q,R} C g, wenn gilt:
e d(P,R)=d(P,Q) + d(Q, R) oder
e d(P,Q)=d(P,R) + d(R,Q) oder
e d(Q,R)=4d(Q,P)+d(P,R)

Das Tripel (X, d, G) heifit genau dann eine Geometrie, wenn
(X,d) ein metrischer Raum und ) # G C P(X) gilt. Dann

heifst G die Menge aller Geraden.

§3) Anordnungsaxiome
(i) Zu jeder Halbgerade H mit Anfangspunkt P € X
und jedem 7 € R>q gibt es genau ein ) € H mit
d(P,Q) =r.
(ii) Jede Gerade zerlegt X \ g = Hy U H> in zwei nicht-
leere Teilmengen H;, Hs, sodass fiir alle A € H;,
Be€ H;miti,je{1,2}gilt: ABNg#0 < i#j.
Diese Teilmengen H; heiffen Halbebenen bzgl. g.
§4) Bewegungsaxiom: Zu P, Q, P, Q' € X mit d(P,Q) =
d(P’,Q’") gibt es mindestens 2 Isometrien 1, ps mit
wi(P) =P und ¢;(Q) = Q' mit i =1,2.%
§5) Parallelenaxiom: Zu jeder Geraden g € G und jedem
Punkt P € X'\ g gibt es hochstens ein h € G mit P € h
und h N g = 0. h heit Parallele zu g durch P.

Sei (X, d, G) eine Geometrie und seien P,Q, R € X.
a) P,Q, R liegen kollinear, wenn es ¢ € G gibt mit
{P,Q,R} Cy.
b) Q liegt zwischen P und R, wenn d(P, R) = d(P,Q) +
d(Q, R)
c¢) Strecke PR :={Q € X | Q liegt zwischen P und R }
d) Halbgeraden:

PR*T :={Q € X | Q liegt zwischen P und R oder R lidgt zy
PR :={Q € X | P liegt zwischen Q und R }

%Die ,Verschiebung® von P’Q’ nach PQ und die Isometrie, die zu-

sétzlich an der Gerade durch P und Q spiegelt.

wSimplizialkomplexe® in euklidischer Ebene (X, d) heiflen fla-
chengleich, wenn sie sich in kongruente Dreiecke zerlegen
lassen.

a) Ein Winkel ist ein Punkt P € X zusammen mit 2
Halbgeraden mit Anfangspunkt P.
Man schreibt: ZR; PRy bzw. /Ry PR

b) Zwei Winkel sind gleich, wenn es eine Isometrie gibt,
die den einen Winkel auf den anderen abbildet.

¢) ZR}P’'R} heift kleiner als ZRy PRy, wenn es eine Iso-
metrie ¢ gibt, mit p(P’) = P, o(P'R}") = PR und
»(RY) liegt in der gleichen Halbebene bzgl. PRy wie Ry
und in der gleichen Halbebene bzgl. PRy wie Ry

d) Im Dreieck APQR gibt es Innenwinkel und Aufien-

winkel.

“Fiir dieses Skript gilt: ZR1 PR2 = ZR2PR;. Also sind insbesondere
alle Winkel < 180°.

Es seien a,b,c,d € R mit ad — bc # 0 und o : C — C eine
Abbildung definiert durch

az+b
cz+d

o(z) =

o heiflt Mobiustransformation.

Sei
Hi={2z€C|S3()>0}={(z,y) eR*|y>0}

die obere Halbebene bzw. Poincaré-Halbebene und G = G U
G2 mit

Gi={g1 CH|ImeRreRso:g1={z€H:|z—m|=r}}
Go={gpCH|IzeR:go={zeH:R(z)=z}}

Die Elemente aus G heifsen hyperbolische Geraden.




Doppelverhiltnis

Metrik, hyperbolische

parametrisiert, durch Bogenlange

Kurve Kurve, Lange einer
Krimmung
Normalenvektor Normalenvektor
Krimmung Binormalenvektor
Dreibein, begleitendes
Tangentialebene Normalenfeld

Flache, orientierbare




Fiir 21,22 € H sei g, ., die eindeutige hyperbolische Gerade
durch z; und z3 und a1, ap die ,Schnittpunkte” von g., ., mit
Ru{oo}.

Dann sei dy(z1, 22) := %| In DV (a1, 21, as, 22)| und heife hy-
perbolische Metrik.

Seien z1, 23, 23, 24 € C paarweise verschieden.

Dann heifit
21—24
Z1—22 21 —24) - (22 — 2
DV(Z1,22,23,24) = 2_2 — ( 1 4) ( 3 2)
2 (n - 22) (28— )
Doppelverhiltnis von z1, ..., 2.

Sei v : I = [a,b] = R™ eine Kurve.
a) Die Kurve v heift durch Bogenlinge parametri-

siert, wenn gilt:
IV #®)2=1 Vtel

Dabei ist v/ (t) = (74 (t), v5(£), - . ., v, (£)).
b) 1(v) = [V |l (£)]|dt heift Lénge von 1.

Sei f : [a,b] — R™ eine eine Funktion aus C*°. Dann heift f
Kurve.

Sei v : I — R3 eine durch Bogenlinge parametrisierte Kurve.

a) Fiir ¢ € T heift x(t) := |7 (¢)| die Kriimmung von +y
in £.

b) Ist fiir t € I die Ableitung ~"(¢) # 0, so heifit %

Normalenvektor an « in ¢.
¢) b(t) sei ein Vektor, der +/(t),n(t) zu einer orientierten
Orthonormalbasis von R? erginzt. Also gilt:

det(y'(t), n(t), b(t)) = 1
b(t) heikt Binormalenvektor, die Orthonormalbasis

{7 (1), n(t),0(t) }

Sei v : I — R? eine durch Bogenlinge parametrisierte Kurve.

a) Fiir ¢t € T sei n(t) Normalenvektor an v in ¢ wenn
gilt:

(n(t),7'(#)) =0, [In(t)[| = 1 und det((y'(t),n(t))) = +1
b) Seit k: I — R so, dass gilt:

V'(t) = K(t) - n(t)

Dann heift x(¢) Kriimmung von  in ¢.

heifst-begleitendes Dreibein:

a) Ein Normalenfeld auf der reguliren Fliche S C R3?
ist eine Abbildung n : S — 5% C R? mit n(s) € T,S+
fiir jedes s € S.

b) S heift orientierbar, wenn es ein stetiges Normalen-
feld auf S gibt.

Sei S C R3 eine regulire Fliche, s € S, F: U — V N S eine
lokale Parametrisierung um s € V:

(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

Fiir p = F~1(s) € U sei

% (») % (»)
Jr(p) = g% (p) g%(p)
=) 22(p)

und D, F : R? — R? die durch Jp(p) definierte lineare Abbil-
dung.

Dann heifit TS := Bild(D, F') die Tangentialebene an s €
S.




Normalkriimmung

Normalkriimmung

Hauptkrimmung
Gault-Kriimmung

Fundamentalform, erste

Flachenelement

Fundamentalform, zweite




Sei S C R? eine reguliire Fliche, s € S und n ein stetiges
Normalenfeld auf S.

v : [—€,e] — S eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve
(e > 0) mit 'y(O) = s und ~"(0) # 0.

Sei n(0) := Zerlege

7(0)
H’Y”(O)H

n(0)! +n(0)* mit n(0)" € TS und n(0)* € (T,5)*

Dann ist n(0)" = (n(0),n(s)) - n(s)
KNor(8,7) := (7"”(0),n(s)) die Normalkriimmung.

n(0) =

In der Situation aus ?? heift die Kriimmung &, (0) der Kurve
v in der Ebene (s + E) im Punkt s die Normalkriimmung
von S in s in Richtung x = +/(0).
Man schreibt: knor(s, ) := k~(0)

Sei Ig € R?*2 definiert als

L 91,1(5) 91,2(5) _ E(S)
Is:= <gl,2<s> g2,2<s>) = <F<s>
mit g; ; = gs(DpF(e:), DpF(ej))

= (G ) @) i (1.2}

Die Matrix Ig heiftt erste Fundamentalform von S bzgl.
der Parametrisierung F'.

Sei S eine reguldre Fliche und n = n(s) ein Normalenvektor
an S in s.

a) k7(s):=min{ k., (s,2) |z €T,;S} und
K5 (s) : = max { K, (s,2) |z € T)S }
Hauptkriimmungen von S in s.

b) K(s) := k] (s) - k5 (s) heift Gaufl-Kriimmung von S
in s.

heiflen

Die durch —d4n definierte symmetrische Bilinearform auf 7,5
heift zweite Fundamentalform von S in s bzgl. F.
Man schreibt: I1(z,y) = (=dsn(x),y) = Is(—dsn(z),y)

a) Das Differential dA = /det(I)dujdus heifit Flichen-
element von S bzgl. der Parametrisierung F'.
b) Fiir eine Funktion f: V — R heift

/ FdA = / FOF(u, u2))/det T(s)dur dus
1% U T

der Wert des Integrals von f iiber V, falls das Inte-
gral rechts existiert.




